Jha, Kiinzer, Nottoli Wintersemester 2022/23
Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge
Losung 7
Hausaufgabe 19 Wir betrachten die Differentialgleichung
y® +4y® + 8y + 16y + 16y = 0.
(a) Geben Sie das charakteristische Polynom p(X) an.

(b) Berechnen Sie p(2i). Was folgt fiir p(—2i)?
Zerlegen Sie p(X) in ein Produkt von Faktoren von Grad 1.

(c) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung.
(d) Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung.
Lésung.

(a) Das charakteristische Polynom p(X) fiir die Differentialgleichung ist gegeben durch
p(X) = X" +4X> +8X? + 16X + 16.

(b) Wir setzen X = 2i ein und erhalten

p(2i) = (2i)* + 4(21)* + 8(2i)* + 16(2i) + 16
=16 —321 — 324321416 =0,
d.h. 2i ist eine Nullstelle von p. Da 2i eine komplexe Nullstelle des Polynoms ist und

das Polynom nur reelle Koeffizienten hat, ist es auch das komplexe Konjugat —2i eine
Nullstelle.

Da £2i Nullstellen des Polynoms sind, ist das Polynom durch (X +2i)(X —2i) = (X?+4)
teilbar. Polynomdivision durch (X? + 4) liefert dann die Zerlegung
p(X) = (X2 +4)(X?+4X +4).
Da X% +4X +4 = (X + 2)?, folgt letztendlich
p(X) = (X?+4)(X +2)(X +2)
= (X +2i)(X —21)(X +2)(X +2).

(c) Da £2i jeweils einfache Nullstellen und —2 eine doppelte Nullstelle von p sind, ist ein
Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung durch

file) =cos(2),  fala) =sin@e),  fola) =<, file) =ze
gegeben.

(d) Die Differentialgleichung ist homogen, alle Losungen ergeben sich damit durch Linear-
kombination der Funktionen des Fundamentalsystems:

—2x 2z

f(z) = 1 cos(2z) + cosin(2x) + cze™* + cywe”

mit ¢y, c9,c3,c4 € R.



Hausaufgabe 20 Wir betrachten die Differentialgleichung

2
y”——g-y =1 fir >0.
x

(a) Wir betrachten die Funktionen fi(z) = 2 und fo(x) = 27! auf RT.

Bestétigen Sie: Es ist f1, fo ein Fundamentalsystem der zugehorigen homogenen
Differentialgleichung.

b) Bestimmen Sie die Inverse W(z)~! der Wronski-Matrix.
(

ch(z) 1
Bestimmen Sie hieraus Funktionen ¢ (x) und co(x).

(c) Wir haben die Bedingung W(z) - (cl(x)> = <0>.

(d) Verwenden Sie (c), um eine partikuldre Losung f,(z) von y” — m% -y = 1 zu bestimmen.
Lésung.

(a) Wir wollen zunéchst priifen ob f; und fs iiberhaupt Losungen der Differentialgleichung
sind und berechnen zunéchst alle Ableitungen bis zur 2. Ordnung;:

filz) = fi(z) =2z, 2 (x) =2,

fole) = i fil) = 5. (o) =

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert dann

2 >
{/(x)—ﬁfl(x)ZQ—ﬁw =0,
2 2 2 1
1 _ —
2<x>_ﬁf2(x)_ﬁ_ﬁ.5_o'

und fi, fo sind tatsdchlich Losungen.

Um zu zeigen, dass f; und f tatsédchlich ein Fundamentalsystem bilden, miissen wir
priifen, ob die Wronski-Matrix an einer Stelle in R invertierbar ist.

Wir wahlen die Stelle zq = 1.
Die Wronski-Matrix ist gegeben durch

(A p@) (e 2
Wie) (f{(fc) fé(fc)> <2x ——)
Also ist W(1) = (5_1) und det W(1) = —3 # 0.

1
2 -
Somit bilden fi(x) und fi(x) ein Fundamentalsystem.

(b) Es ist



(c) Aus der gegebenen Bedingung erhalten wir (4(;«)) =W (z)- (?) Setzen wir W—1(z)

ch(x)
von oben ein, so folgt

dlx) 1(x% = 0y 1( 1
ch(x) "3\ —22) \1) 3\ 22/

Die Funktionen c¢; und ¢y erhélt man nun durch Integration:

(d) Nach Satz 5.2.1 aus der Vorlesung ist die Partikulérlésung nun gegeben durch

fox) = cr(z) fi(z) + ca(z) fo(z)

1 1
= —2*In(z) — §x2.

3



Hausaufgabe 21 Wir betrachten die Differentialgleichung

(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die zugehorige homogene Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung f,(z) fiir y” — y' = xe®.
Liegt hierbei der Resonanzfall vor?

(c) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems y(0) = 0, ¢/(0) = 1 fiir y’ —y' = xe®.
Lésung.
(a) Fiur das charakteristische Polynom erhalten wir
p(X)=X*-X=X(X-1)
mit Nullstellen 0 und 1. Das zugehorige Fundamentalsystem ist gegeben durch

filz) =1, fa(z) = €”.

(b) Die rechte Seite der Gleichung hat die Form r(x)e** wobei r(z) ein Polynom Grad 1 und
w =1 1ist.

Da p eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms mit Vielfachheit 1 ist, liegt der
Resonanzfall vor mit m = 1.

Wir setzen an:
f(z) = z(ax + b)e” = (az® + br)e”.
Die Parameter lassen sich nun auf zwei Arten bestimmen:

(1) Wir berechnen die Ableitungen des Ansatzes bis zur zweiten Ordnung

f'(z) = (2ax + b)e” + (az® + bz)e” = (az’® + (2a + b)x + b)e”
f"(z) = (2az + 2a + b)e® + (ax® + (2a + b)x + b)e® = (az® + (4a + b)x + 2a + 2b)e” .

Wir setzen in die Differentialgleichung ein:
(CLI2 + (4& + b)l’ + 2a + 2b)em — (CL(L‘2 + (2a + b)]? + b)em — 2"

Dies gibt
2ar +2a+b = x

Koeffizientenvergleich liefert a = % und b = —2a = —1.

Somit ist f,(z) = z(32 — 1)e” eine partikulére Losung.

(2) Wir verwenden die in 5.3.4 beschriebene alternative Methode:

Wir werten das charakteristische Polynom in D + p aus, wobei D der Differential-
operator und p = 1 ist.

Dap(X +1)=(X+1)((X +1)—1)= X2+ X ist, ist p(D+ 1) = D?* + D.



Dann wenden wir p(D 4 1) auf den Polynomteil des Ansatzes an und setzen dies
gleich mit dem Polynomanteil der rechten Seite:
p(D + 1)(az® + bx) = x
(D + D)(ax* + bx) =
20 +2ax+b=zx

Koeffizientenvergleich liefert a = % und b = —2a = —1.

Somit ist f,(z) = z(32 — 1)e” eine partikulére Losung.
(c) Die allgemeine Losung und ihre erste Ableitung sind

f(@) = folx) + e fi() + eafo(2)

1
= §ZL‘2€I — xe” 4+ ¢ + ce”,

1
f(z) = 5:526‘” + 267 — 267 — & + cpe”,

Aus den Anfangsbedingungen folgt
f(0)=c; + ¢y =0,
f/(O) = Cy — 1= ]_,
und schlieBlich ¢; = 2, ¢; = —2. Die Losung des Anfangswertproblems ist daher

1
f(z) = §9L’2e9C — ze® — 2 4 2¢”.
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