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Losung 8
Hausaufgabe 22 Wir betrachten die folgende Differentialgleichung.
(%) Y +4y = e**sin(x) + x cos(2x)

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom p(X) und ein Fundamentalsystem der zu-
gehorigen homogenen Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie partikulire Losungen zu y” + 4y = 9% und zu y” + 4y = xe?'®,

(c) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung von (x) unter Verwendung von (b).
Bestimmen Sie die Menge aller Losungen von (k).

Lésung.

(a) Die zu () gehorige homogene Differentialgleichung lautet
y" + 4y = 0.
Das charakteristische Polynom ist gegeben durch
p(X) = X +4 = (X —2i)(X +2i).
Das Polynom hat die komplexen Nullstellen 2i und —2i. Also erhalten wir die Losungen
fi(z) = cos(2x), fo(z) = sin(2x) ,
und fi, fo ist ein Fundamentalsystem.

(b) Wir beginnen zundchst mit der Differentialgleichung
Y+ Ay = e+,

Wir schreiben die rechte Seite als
DT —: p(g)ek®

mit r(z) =1 und p =2 +1.
Wir haben d = 0, da r(z) = 1 ein Polynom von Grad 0 ist.

Zudem ist

p(p) = p(2+1i) # 0,
da p(X) nur die Nullstellen £2i hat. Somit liegt nicht der Resonanzfall vor.
Unsere partikuldre Losung hat also die Form f,,(z) = C - e* fiir ein C € C.
Wir berechnen

f'(x) — [LO X e,ux’ f//(ﬂf) — “20 eh®

p p



und setzen das in die Differentialgleichung ein:

o = () + Afy(x)
= 1120 - e +4C - e
— (4O

Der Koeffizientenvergleich bei e#® liefert 1 = (2 + 4)C. Also ist

1 1 1 T4
2 +4 (2+0)2+4 TH4 65

Demnach ist die partikulire Losung zu y” + 4y = e?*)* gegeben durch

_T—4i

(2+i)z ]
65

fo()

Als Néchstes betrachten wir die zweite Differentialgleichung
y// +4y — xe?ix'

Wir schreiben die rechte Seite als

mit ¢(x) = z und A = 2i.
Wir haben d = 1, da ¢(z) = z ein Polynom von Grad 1 ist.

Zudem stellen wir fest, dass A = 2i eine einfache Nullstelle von p(z) ist. Also befinden
wir uns im Resonanzfall mit m = 1, und die partikuldre Losung hat die Form

9p(2) = z(ax + b)e* = (ax? + br)e”

mit a, b € C.
Wie berechnen g,(x) durch Einsetzen in die DGL.
Wir haben

9p(7) = (az® + bx)e*”

go(x) = (i2a - 2° + (2a + i2b)z + b)e*'”
go(z) = (—4a-2* + (i8a — 4b)x + 2a + i4b)e™” .

Setzt man das in die Differentialgleichung ein, so erhalten wir

iz !
2 L gl(z) +4- gy(a)
= (—4a- 2+ (i8a — 4b)x + 2a + i4b)e** + 4 - (az® + bx)e””
= (i8a - = + 2a + i4b)e*'” .

Das fiihrt zur Gleichung
r=i8a -z + 2a+ i4b.



Ein Koeffizientenvergleich liefert das lineare Gleichungssystem

1 =1i8a
0=2a+14b.

Das hat a = %i und b = 11—6 als eindeutige Losung.

Somit ist g,(z) = <_i8“”2 + 1””—6> e?i® die gesuchte partikulire Losung.
Alternativ: Wir berechnen g,(x) mit Operatorenkalkiil.
Zunichst ist p(X 4+ p) = p(X +2i) = (X +2i)? +4 = X2 +4iX.

Wir setzen wie folgt an.

x = p(D + 2i)(az? + bx)
= (D* + 4iD)(az® + bx)
= (ax® + bx)" + 4i - (az® + bx)
=2a+4i- (2az +b)
= i8a - x + (2a + i4b) .

Ein Koeffizientenvergleich liefert wieder das lineare Gleichungssystem

1=18a
0 = 2a + i4b
mit der eindeutigen Losung a = % und b = %.

Auf diese Weise kommt man wieder zur selben partikuléren Losung g, (z) = <

Wir betrachten die rechten Seiten der Differentialgleichungen aus (b).
Wir haben

—iz?

8

ez — 22617 — 2% (cog(x) + isin(z)) = €*® cos(z) + ie*® sin(z) .
Also ist .
Im(e@“)”‘") = e**sin(z).
Wir haben .
re*'” = 1 (cos(2z) + isin(2x)) = x cos(2x) + iz sin(2z) .
Also ist

Re(ze*'*) = x cos(2x) .

Wir stellen zudem fest, dass die rechte Seite von (x) sich schreiben ldsst als

e* sin(z) + z cos(27) = Im(e®*)7) + Re(ze'?) .

Somit ist die partikuldre Losung von () gegeben durch

hp(x) = Im(f,(x)) + Re(gp()) ,

wobei f,(x) und g,(z) die partikuldren Losungen aus (b) sind.

T 2ix
+ 16) e,



Wir berechnen Im(f,(z)). Es ist

7 — 4i
folz) = 65 1

7oA 9 e
=—=—— e
65 65
T4 .
= (@ - @) e“ (cos(z) + isin(z))

7 4 7 4
o 2x . - 2z . _
=e (_65 cos(x) + 65 sm(a:)) +ie (_65 sin(x) & Cos(x)) :

. e(2+i)x

Damit ist

(o) = & s sinlo) — o))

Wir berechnen Re(g,(z)). Es ist

wo) = (5 35) ¢

_ (_;“’2 + %) (cos(2z) + i sin(2z))

- (%QSin(Qx) + % cos(%)) +1i (—%2008(2:6) + 1% Sin(r>> :

Damit ist

Re(gp(2)) = % sin(2x) + {E_G cos(2z) .

Also ist ingesamt

hy(7) = Im(f, (7)) + Re(gy(z)) = e** (l sin(x) — % COS(ZL’)) + % sin(2zx) + % cos(2x) .

Aus (a) kennen wir das Fundamentalsystem fi, fo von (*). Damit ist die Menge aller
Loésungen von (%) gegeben durch

{c1 fi(z) + 2 fo(x) + hp(z): 1,00 € R}

{cl cos(2z) + ¢ sin(2z) + e (& sin(x) — & cos(x)) + & cos(2z) + % sin(2x) : ¢1,c9 € R} .
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Hausaufgabe 23 Bestimmen Sie die folgenden Laplace-Transformierten.

(a) L((a+ bt)?*), wobei a,b € R
(b) L(e’sinh(¢) sin(t)) f
. t firo<t<1
(©) £ (1), wobei (1) = { s
(d) L(tsin(t - 7))

(a) Wir verwenden die Transformationsregel L£(t") =

— J'rl und die Linearitdt der Laplace-
5

Transformation. Dann ist
2 2 | 1242 2 2 (12 a’®  20°  2ab
L((a+bt)*) = L (a® + b°t* + 2abt) = a*L(1) + b*L(t?) + 2abL(t) = St T
(b) Es ist
el —et
inh
sinh(t) 5
daraus folgt
et —1
e'sinh(t) =
2
2
Wir verwenden L(sin(wt)) = EaE die Dampfungsregel L(e* f(t)) = F (s —a) und die

Linearitéit der Laplace-Transformation.

Dann ist
L(e' sinh(t) sin(t)) =

D
N\
—
D
[\
S
N
—
S—
wn
@,
=
o
~
N—
N—

((5—21)2—1—1_521—1)'

(c) Wir berechnen L(f(t)) direkt iiber die Definition der Laplace-Transformation

/ F(t)e *dt.

Wir zerlegen den Definitionsbereich [0, +00) = [0, 1]U(1, +00) und nutzen die Additivitat
des Integrals aus. Damit ergibt sich

e 1 . 1 -
= / f(t)e ™dt = / f(t)e ™dt + / ft)edt = / te~*tdt + / e *tdt .
0 0 1 0 1




Wir berechnen das Integral I; mit partieller Integration:

1 —stt=1 1 —st —s —stt=1 —s —s
—€ —e —€ e —e (S
I :/ te stdt = |t - —/ 1. dt = — = — +
0 s 1m0 Jo s s s? |, s 52

Dazu sollte also s > 0 sein.

Wir berechnen das Integral /o . Wir haben das unbestimmte Integral

_ st
/e“dt = [ © } )
S

Also ist oo —sB el _ _
_ S _ S O S S
12:/ e ¥'dt = lim ( ¢ )— ¢ :——I—e _ ¢ )

1

B—r4o00 S

Auch dazu sollte s > 0 sein.

Insgesamt haben wir

_A—S —S 1 —S 1_ —5
L) =hth=——— = p 5 +—=—F

S 52 52 S 52

fiir s > 0.

Mit Euler-de Moivre ist

tei(tfg) =t (cos (t — %) + 1sin (t — %)) = tcos (t — %) + itsin (t — %) .
Daraus ergibt sich Im (tei(t’%)> s <t B z) .

Wir berechnen zunachst £ <tei(t_§)).
Wir haben

1
Wir verwenden £(t) = — und die Ddmpfungsregel L (e* f(t)) = F(s — a).
s

Somit wird o x e
L Wi L (te‘(t_1>) =L (e_IZ . eltt)
=e i (eitt)
1
(s —1)?

™
:eT

s
:eT

(s — 1) + 2is
((s2—1) —2is) ((s®2 — 1) + 2is)

(
( () ()) 8—1+218)
= (cos — isin
— 4i?s2
(1—1)(3 — 1+ 2is)

V2 o st 14282
~ (1—1)(s* =1+ 2is)

RCER

s2—-14+2s . 1—5%+2s

V2(s2 + 1)2 * VA1)




Also ist

L (t sin(t — %)) =L (Im (tei(t7§)>> =Im (E (tei(t7§)>> = % .

Alternatives Vorgehen. Allgemein ist nach 5.4.9:
L(f(t)) = F(s) — L(=t-f(t)) = F'(s) — Lt-f(t) = —F'(s) .
Bei uns ist

L(sin(t —F)) = L(sin(t) cos(—7) + cos(t) sin(—7))

1 1 1 s 1 s—1
= L p(sin(t)) — L = ——— - = =
i) = Lleoslt) = o T T oAl T Vae A1
Also wird
, T d /1 s—1 1 (s*+1)-1—(s—1)-2s 1—s?+2s
Ltsint—-)) = —— [ =2—) = — = .
(t sin( 4)) ds <\/§32+1) 9 (52 4+ 1)2 \/5(52—4—1)2
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Hausaufgabe 24

Finden Sie zu der jeweils gegebenen Funktion F'(s) die Funktion f(t), welche als Laplace-
Transformierte £(f(t)) = F(s) hat.

) Fls) = 1

b) F(s)= 5=

(©) F(5) = 37

(@) Fls) =
Lésung.

(a) Wir verwenden L(t) = =, die Ddmpfungsregel £ (e* f(t)) = F(s — a) und die Linearitét
der Laplace-Transformation, und erhalten
2

(s —1)*

L (Qtet) =2L (ett) =

Also ist f(t) = 2te' die gesuchte Funktion.

(b) Wir fithren zunéchst eine Partialbruchzerlegung durch.

Wir faktorisieren s* —s —2 = (s — 2)(s+1). Also lautet der Ansatz fiir die Partialbruch-

zerlegung 10 ) 5
S !

S2—s—2 s—2+s—|—1
Multiplikation auf beiden Seiten mit (s — 2)(s + 1) fithrt zu der Gleichung

mit A, B € R.

s—l—lO;A(s—|—1)+B(s—2)
=(A+B)s+ A—2B.
Ein Koeffizientenvergleich liefert das lineare Gleichungssystem
1=A+1B
10=A-2B.
Das hat A =4 und B = —3 als eindeutige Losung.

Somit ist
s+ 10 4 3

S2—s—2 s+2 s+l

Mit der Dampfungsregel und der Linearitédt wird also
4 3 s+ 10
4 2t —t — 4 2ty _ —t — — = .
L (4e* —3e7") =4L(e*) = 3L(e7) S5 i3l P 532

Somit ist f(t) = 4e** — 3e~* die gesuchte Funktion.




(c)

Wir haben

65 6(s+1)—6  6(s+1) 6 6 6

(s+1)2  (s+1F  (s+1)* (s+1) (s+1) (s+1)*

Wir verwenden L(t") = —,
Sn
regel £ (e f(t)) = F(s—a) .

Dann erhalten wir

die Linearitét der Laplace-Transformation, und die Dampfungs-

—t _ a2 —t\ _ —ty) _ —t2_6_3.2—6—6
L(6te™ = 3%) = 6L (7) = 3L () = — (T T 1 G IP

B 6s
(s 1)3°

Somit ist f(t) = 6te™ — 3t%e~* die gesuchte Funktion.

Wir haben
2 —254+2 = (s—1)2+1
Also konnen wir schreiben
s—1 B s—1
s2—254+2 (s—1)241

Wir verwenden L(cos(wt)) = ———— und die Dampfungsregel L (e”" f(t)) = F(s — a).

s2+w
Dann erhalten wir
s—1 s—1

,C(etcos(t)) = FESIEESE = 9513

Somit ist f(t) = e’ cos(t) die gesuchte Funktion.
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