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Losung 10

Hausaufgabe 28 Betrachten Sie das folgende System von Differentialgleichungen.

Y =4y + Yo + Y3
Yo = —y1 + 2o
yf», = 2y3

(a) Schreiben Sie das System in der Form 3’ = Ay mit einer geeigneten Matrix A. Bestimmen
Sie die Eigenwerte von A.

(b) Sei B := A —3E;. Sei v := (g). Man bestimme &k > 0 minimal mit B*v = 0.

(c) Man bestimme ein Fundamentalsystem von 3’ = Ay.

1
(d) Man bestimme die Losung f(z) von ¢y = Ay mit f(0) = (8).
Lésung.
! 411
(a) Seien y := (%2) und A = ( %gg) . Dann konnen wir das Differentialgleichungssystem
3

wie folgt umschreiben.

U1 4 1 1 0
y' - yé =]1—=1 2 0 Yo | = Ay
?Jé 0 0 2 Y3

Um die Eigenwerte von A zu finden, berechnen wir die Nullstellen der Determinante von
(A — AE3). Wir haben

4— )\ 1 1 4\ ]
det(A— AEz) =det| -1 2—-X 0 = det( - )\)-det(2—)\)

= (@=NE-N+1)E-N
= (A2—6A+9)(2—\)
= (3-M\2(2-)).

Die Eigenwerte von A sind demnach A\; = 2 und Ay = 3.

(b) Wir haben

B=A-3E3s=|-1 -1 0



und

1 1 1 0 1
By = -1 -1 0 1 = -1
0 0 -1 0 0
1 0 0
B = [0 0 -1 1 = 10
1 0 0

Folglich ist k£ = 2.
Aus (a) kennen wir die Eigenwerte A\; = 2 und Ay = 3 von A.
Wir berechnen einen Eigenvektor zum Eigenwert 2:

. U1,1 . .
Sei vy = (m,z). Wir setzen an mit
1,3

Das fiihrt zum linearen Gleichungssystem

2011 +vi2+ V13

V11 = 0,

was von v =0, v12 = —1 und v; 3 = 1 geldst wird.

0
Also ist v = (—%) ein Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 2.

Dieser Eigenvektor liefert die Losung
_ 2z 70
fm (93) =e ( %) .

Bei Ay = 3 stellen wir fest, dass die geometrische Vielfachheit nicht mit der geometrische
Vielfachheit des zugehorigen Eigenraums iibereinstimmt. Demnach ist A nicht diagonali-
sierbar.

Wir verwenden (b), um weitere Losungen fy(z) und fig(x) zu bestimmen.

Nach Bemerkung 6.1.10 konnen wir verwenden:
fi(x) = M By = ¥ (—é) :
figy(z) =™ (z- Bv+v) =e* <x (—é) + (g)) =¥ (1%) .

Es sind
0

Jm(0) = (‘}) , Je(0) = (‘é) S0 = <§>

linear unabhéngig.
Also ist

{fu@), f (@), fizy(2)} = {em (‘?) e (‘%) e (1%)}

ein Fundamentalsystem von y' = Ay .



(d) Da fu(x), fig(z), fiz(x) ein Fundamentalsystem ist, ist eine allgemeine Losung von
y = Ay gegeben durch

f(x) = le[1]<$> -+ sz[g] (.T) + C3f[3] (%) mit C1,C2,C3 € R.

Wir setzen x = 0 in die obige Gleichung ein und erhalten

1 0 1 0
(8) = - e2.0 (7%> + C - e3.0 <7(1)> + s - e3.0 <160>
0 1 0
=a () e () +a(l)

Dieses lineare Gleichungssystem wird eindeutig von ¢; = 0, ¢; = 1, und c3 = 1 gelost.
Also ist

14z
—x

F(@) = 0- fug(@) +1- f@) + 1 fig(a) = e (1) +e¥ (122) = e (1)

die gesuchte Losung.
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Hausaufgabe 29 Betrachten Sie die Differentialgleichung

2" — 47 = 0.
!

(a) Verwenden Sie die Substitution y; = z, y2 = 2/, y3 = 2", um ein Differentialgleichungssy-
stem der Form y' = Ay aufzustellen.

(b) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir 3/ = Ay.

(c) Leiten Sie aus dem in (b) gefundenen Fundamentalsystem fiir ¢y’ = Ay ein Fundamental-
system fiir 2/ — 4z’ = 0 her.

Leiten Sie mit Hilfe der Methode des charakteristischen Polynoms p(X) abermals ein
Fundamentalsystem fiir 2" — 42’ = 0 her.

Vergleichen Sie die Ergebnisse.

Lésung.

(a) Mit den Umformungen y; = z, yo = 2’ und y3 = 2z” erhalten wir das Differentialglei-

chungssystem
yo= 7 Y2
y = 2 ~
ys = 2" =42 = dys.

Mit y := (gi) und A := (

Y3

[e>YenYen)
O
oo

) erhalten wir

Y1 010\ /w1
!/ / _ _
7= () = (880 (3) - -

(b) Um ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung zu finden, miissen wir die Eigen-
werte von A und dazugehorige Eigenvektoren bestimmen.

Wir haben
- 1 0 N1
det(A—AE3) =det| 0 —X\ 1 | =det(—))- det( A )\)
0 4 -\ a

=AM =4) ==X (A=2)(A+2).

Also sind A\ =0, Ay = 2 und A3 = —2 die Eigenwerte von A.
Wir bestimmen einen Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 0:

Wir setzen an mit

010 V1,1 0
(A — OEg)Ul = 0 0 1 V1,2 - 0
0 40 V1,3 0



Diese lineare Gleichungssystem wird von v17 =1, v12 = 0 und vy 3 = 0 gelost.
1
Also ist v, = (8) eine Figenvektor zum Eigenwert \; = 0.

Dieser Eigenvektor liefert die Losung

Wir bestimmen einen Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 2:

Wir setzen an mit
0
(A — 2E3)U2 = 0 —2 1 V2,2 =10
0

Diese lineare Gleichungssystem wird von ve;1 = 1, v95 = 2 und vy 3 = 4 gelost.
1
Wir erhalten den Eigenvektor vy = (i) zum Eigenwert Ay = 2.

Dieser Eigenvektor liefert die Losung
Ao _ 2z 1
Ji(x) = e vy = e (i) :

Wir bestimmen einen Eigenvektor zum Eigenwert Ay = —2:

Wir setzen an mit

210 V3,1 0
(A + 2E3>U2 = 0 21 V3,2 = 0
0 4 2 V33 0
Diese lineare Gleichungssystem wird von v3; =1, v39 = —2 und v3 3 = 4 gelost.

1
Also ist v3 = (*i) ein Eigenvektor zum Eigenwert \3 = —2.

Dieser Eigenvektor liefert die Losung
A3 2z _1
f[g](l‘) =™ V3 — ¢ < i) .

Insgesamt ist also

(@) fu@) fa@} = {(3) . (2) e ()}

ein Fundamentalsystem von 3/ = Ay .

Wir leiten ein Fundamentalsystem fiir 2" — 42" = 0 aus (b) ab.

Aus (b) ist das folgende Fundamentalsystem fiir ¥ = Ay bekannt

(h(@). folo) o)y = {(8) e (3) o (2)} -



Eine allgemeine Losung fiir ¢y’ = Ay ist daher gegeben durch

1 1 1
flx) = (55) =cq- <8> ey e <Z> +eg-e <*§1> mit ¢1,co,c3 € R

Y3

Insbesondere ist dann
filz) = c1-14cy-e* 4cg-e 2

eine allgemeine Losung fiir ¢, = z.

Also ist 1,e?*,e~2% ein Fundamentalsystem von 2" — 4z’ = 0.

Wir bestimmen ein Fundamentalsystem fir 2" — 4z’ = 0 mit Hilfe der Methode des
charakteristischen Polynoms.

Das charakteristische Polynom von 2" — 42" = 0 ist
p(X) =X —4X =X(X-2)(X +2).

Das hat die Nullstellen 0, 2 und —2.
Also ist 1,e**,e™2* ein Fundamentalsystem von z” — 42" = 0.

Beide Fundamentalsysteme stimmen iiberein.
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Hausaufgabe 30
Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

e (2
= () (5)

0 0-1

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A := (% 0 8) und zugehorige Eigenvektoren.

b) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir y’ = Ay. Geben Sie W () an.
y

(¢) Man bestimme Wyys(0)™'. Man bestimme Wy(z) .

(d) Man bestimme eine Partikulérlosung f,(z) von ¢y = Ay + <§2>

0
Man bestimme die Menge aller Losungen von ¢y = Ay + ( 02>.

Lésung.
(a) Esist
-2 0 -1
(+) 141 —A -1
det(A—AXE3) = det| 1 =X 0 | = (=)' (=) ) \
10 =X

= —AAN+1) = AN —1)(A+1),

wobei bei (%) nach der zweiten Spalte entwickelt wird.
Die Eigenwerte von A sind also Ay =0, A =1 und A3 = —i.
Wir bestimmen einen Eigenvektor zum Eigenwert A\; = O:

Wir setzen an mit

0 0 -1 V1,1 0
(A — 0E3)U1 = 1 0 0 V1,2 — 0
10 0 V1,3 0

Diese lineare Gleichungssystem wird von v;; = 0, v12 = 1 und v; 3 = 0 geldst.
0
Damit ist v; = (é) ein Eigenvektor zum Eigenwert A\; = 0.

Wir bestimmen einen Eigenvektor zum Eigenwert Ay = i:

Wir setzen an mit

—1 0 —1 11271 0
(A — iE3)U2 = 1 —i 0 V2,2 - 0
1 0 —i V2,3 0



(c)

Wir formen wie folgt um.
—i 0-1[[0 1 0—i[[0 10—i
1—i 0fl0) ~» (0—-i i|0) ~» [01-1
1 0-ifo 0 0 ofo 00 0

Damit ist vy = G) ein Eigenvektor zum Eigenwert A\ = i.

0
0
0

Wir bestimmen einen Eigenvektor zum Eigenwert \3 = —i:

Da der Eigenwert A3 = —i zum FEigenwert Ay = i komplex konjugiert ist, erhalten wir
einen Eigenvektor vz als das komplex Konjugierte von v, .

—i

Damit ist v3 = ( %) ein Eigenvektor zum Eigenwert A3 = —i.

0
Der Eigenwert \; = 0 zusammen mit dem Eigenvektor v; = ((1)> liefert die Losung

fu(z) = v, = (?)) :

Wir schreiben @« =0 und § =1. Dann ist Ay =i=a+if und \3 = —i = a —if.

0 1 -
Wir schreiben u = (%) und v = (8). Dann ist vy = (%) =u+iv und v3 = ( %) =u—1v.

Dann sind

fig(z) = Re(e?*vy) = ** (cos(Bx)u — sin(Bz)v) = cos(z) - (?) — sin(x) - (é) = (‘S;‘;Ei;)

cos(z)

und
fiz(z) = Im(e**vy) = ** (sin(Bx)u + cos(Bz)v) = sin(z) - <(£) + cos(z) - (é) = <§f’§<(§)))

Losungen von 3’ = Ay.

Die Wronskimatrix des Systems ist also gegeben durch

0 —sin(z) cos(z)

Was(@) = (fin@) fig(e) fig(e)) = (1 cos(a) sin(x)

)
0 cos(x) sin(z)

Bei x = 0 erhalten wir die regulire Matrix

WSyS(O) =

S~ O
_ = O
o O

Also ist fuj(x), fig(x), fiz(z) ein Fundamentalsystem.
Wir haben

WsyS(O) -

)
— _ O
c o



Zur Berechnung von W_!(0) verwenden wir den Gauf-Algorithmus.

sys (

Es ist
00 1|1 0O 11 0/0 10 1 00/01 -1
1 10/01 0] ~({010/0O0T1] ~101T0100 1
010|001 00 111 00 00 1{1 0 O
Also ist
01 -1
Wai0)=1]0 0 1
1 0 O
Fiir W {(2) ist dann
Was(@) = Wi(0)- Wsys<—:v> - Wes(0)
01 —1 0 sin(z) cos(x) 01 —1
= |0 0 1 1 cos(x) —sin(z) 00 1
1 0 0 0 cos(xz) —sin(z) 1 0 0
1 0 0 01 -1
= |0 cos(x) —sin(z) 00 1
0 sin(x) cos(x) 10 0
0 1 -1
= | —sin(xz) 0 cos(x)
cos(z) 0 sin(x)
(d) Zu losen ist die Gleichung
| 1 z
d(2) £ Woi(@) - () .
also
) (z) 0 1 -1 T x?
ch(x) = —sin(z) 0 cos(z) 22 | = | —wsin(z)
() cos(z) 0 sin(x) 0 x cos(x)

Durch Integration erhalten wir

o (2)] = / 2 dy = {%3]

ea(@)] = — / sin(z)dz = — ([—xcos(x)] + [ cos(a) dx) ~ [z cos(z) — sin(x)]
e(2)] = / v cos(z) dz = ([x sin(z)] — / sin(z) d:r) _ [esin(z) + cos(x)]



Daraus ergibt sich die partikuldre Lésung

fo@) = a@)fuy(@) + ca@) fiz (z) + ea(z) fiz ()

3 0 — sin(x) cos(x)
= 3 1| + (zcos(z) —sin(z)) | cos(z) | + (zsin(z) + cos(z)) | sin(z)
0 cos(z) sin(z)

—x cos(x) sin(x) + sin(x)? + z cos(z) sin(x) + cos(z)?
= %3 + z cos(x)? — sin(z) cos(x) + x sin(z)? + sin(x) cos(z)
x cos(x)? — sin(x) cos(x) + z sin(z)? + sin(z) cos(z)

1

= %3 +x

X

Die Menge aller Losungen von y' = Ay + (%2) ist gegeben durch

{fpx )+ a1 fry(x) + as fiz(z )+a3f[3}(x):a1,a2,a3€]R}

)
3 0 —sin(x) cos(x)
% z | +aq ((1) “+ ag gg:g% + as :Egg lai,ag,a3 € RS> .
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