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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge
Losung 11

Hausaufgabe 31 Sei f: R — R die 27-periodische Funktion, die fiir —7 < & < 7 gegeben ist
durch
f(x) = [sin(z)].

(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(x).
(b) Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von f(z).
(c) Verwenden Sie die Gleichheit f(5) = Fouriers(7), um
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zu berechnen.

Lésung.

(a) Das folgende Schaubild zeigt den Graphen von f fiir drei Perioden:
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(b) Die Funktion ist gerade, d.h. es gilt f(—z) = f(z) fiir alle z € R. Daraus folgt, dass b, = 0
ist fiir alle n € N, und wir miissen nur die Koeffizienten der Cosinusreihe berechnen. Es

st

ag = 2/Oﬂf(yc)dx = z/(fsin@)dx = —z[cos(:v)]g = —z(—l—l):%,
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_2 /0 " cos(na) sin(z) dz.
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Mittels partieller Integration erhalten wir

/07r cos(nx) sin(z) dz = [— cos(nx) cos(z)]; — /07r n(—sin(nx))(— cos(z)) dz
=cos(nm)+1—n /07r sin(nz) cos(x) dz
= cos (nm) + 1 — n [sin(nz) sin(z)] + n/o7T n cos(nz) sin(z) dz
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und daraus wiederum (n) + 1
i cos (nm) +
i cos(nx) sin(x) dx Y

falls n > 1 ist. Im Fall n =1 ist
/ cos(x)sin(x) de = [%(sin(x))ﬂg = 0.
0

Zusammenfassend erhalten wir

2 [T i 2 cos(nm) + 1 0 falls n ungerade,
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Die Fourierreihe ist damit durch
Fourlerf = EO Z cos(nz)
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gegeben.
(c) Mit f(7/2) =1 und
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Hausaufgabe 32 Sei f : R — R die 2m-periodische Funktion, die fiir —m < x < 7 gegeben ist
durch

0 fir—=7m<z<-1
flx) =14 2z fir-1<z<1
0 fir 1l<z<r.

(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(x).
(b) Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von f(z).

(c) Bestimmen Sie Fouriery(1).

Lésung.

(a) Das folgende Schaubild zeigt den Graphen von f fiir drei Perioden:
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(b) Die Funktion ist ungerade, d.h. es gilt f(—z) = —f(x) fir alle x € R. Daraus folgt, dass
a, = 0 ist fir n > 0. Wie miissen also nur die Koeffizienten der Sinusreihe berechnen. Es ist
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und damit

Fourier(x) = Z -

™

> - - )> sin(nz).

(¢) Der Wert der Fourier-Reihe an den Stellen, an denen f(x) unstetig ist, wird durch Mittelung
des linksseitigen und des rechtsseitigen Grenzwerts von f(x) erhalten. Also ist

Fourier;(1) = ;(hm f(x)+ lim f(z ))
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Noch eine Bemerkung. Durch Einsetzen erhélt man auch

n n? n n?
n=1 n=1
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Diese Reihe wire auf direktem Weg schwierig zu berechnen.



Hausaufgabe 33 Sei f : R — R die 2m-periodische Funktion, die fiir —m < x < 7 gegeben ist
durch

flir —m <2 <0
X .
—§+7T fir O<z<nm

(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(x).

(b) Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von f(z).

(¢) Sei u(z) := 5(f(x) — f(—x)) fiir z € R. Skizzieren Sie den Graphen von u(z).

Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von u(z) unter Verwendung von (b).

Lésung.

(a) Das folgende Schaubild zeigt den Graphen von f fiir drei Perioden:
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(b) Im folgenden benétigen wir fiir n > 1 die Stammfunktionen

/  cos(nr) da = {xM} _ / sin(na) | [xsmm) . cos(ms)}

n

und

/mn () do = {x—cos(nm)} - / —cos(nz) [_xcos(nx) .\ sin(nx)] |

Wir erhalten zunéachst



Mit obiger Stammfunktion von x cos(nx) folgt
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Alle Terme mit sin(nz) verschwinden dabei in =0, in = —7 und in = 7. Somit wird
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Mit obiger Stammfunktion von z sin(nx) folgt
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b, = - /_n sin(nx) (g — 5) dz + 7T/0 sin(nx) (—g + 7r> dz
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Wieder verschwinden alle Terme mit sin(nz) und wir erhalten
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Damit ist die Fourier-Reihe von f(z) gegeben durch

Fourier(z) = Z 1= cos(nm) cos(nz) + Z 3(1 — cos(nt)) sin(nx)
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(c) Esist u(x) eine ungerade 2m-periodische Funktion, welche auf [0, 7] folgende Werte annimmt.

.

f£(0) = £(0)) firx =0
f(x) = f(=x)) fir0<az<m
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Dann ist u(—z) = —u(x) fir z € [—m,0].
SchlieBlich ist u(x 4 27) = u(z) fir z € R.

Das folgende Schaubild zeigt den Graphen von wu fiir drei Perioden:
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Die Fourier-Reihe von u(x) ist einfach die Sinusreihe der Fourier-Reihe von f(x):

o0
Fourier, (x E
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sm ((2k + 1)x) .
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