Jha, Kiinzer, Nottoli

Wintersemester 2022/23

Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge

Hausaufgabe 34 Sei f: R — R die 2m-periodische Funktion, die fiir —7 < z < 7 gegeben

ist durch

()

(a) Berechnen Sie Fouriers(x).

Losung 12

-1 fiir 7<=z
1 fir O0<zx

<0
<7

{

(b) Sei fy(z) das N-te Fourier-Polynom von f(z), fir N > 1.

Bestimmen Sie ||f — f1]]*.

Bestimmen Sie ||f — f3]|*.

Schreiben Sie beide Resultate auch in Dezimaldarstellung mit 4 Nachkommastellen, unter

Verwendung eines Taschenrechners.

Lésung.

(a) Fir z € (0,7) ist f(—x)

keinen Einflufl haben.
Somit ist a; = 0 fiir j > 0.
Wir berechnen b; fiir j > 1:

b

J

A= = |
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<

3= o

Folglich ist

Fourier ()

—f(x). Also ist f(z) ungerade auf [—7, 47|, ausgenommen
bei den einzelnen Stellen —m, 0, 7, die aber bei der Bestimmung der Fourier-Koeffizienten

f(x)sin(jz) dx
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falls j ungerade .
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E — sin(jz)
= 7
j ungerade

3 sin((2k + 1)x).
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(b) Das N-te Fourier-Polynom ist gegeben durch

() = Y bysin(ja),

da a; = 0 ist fiir j > 0.

Daher haben wir

filz) = 4 sin(x) und fa(x) = %

™

(an@g%—anghﬂ).

Zu || f = Al
Da f(x) — fi(x) ungerade ist, ist (f(z) — fi(x))? gerade und also

I - Al = 2 / "(f(2) - i) do

™

= 2 [ (1-2sin(z))*de

™

= 2 [ 1—2sin(z) + Ysin(z)’da .

J
J

Mit Euler-de-Moivre wird

sin(z)® = (& (' — e_””))2 = —1(e®" —2+4+e7?") = —1(2cos(22) — 2) = 1 — Lcos(22) .
Oder aber, man folgert aus

cos(2x) = cos(z +x) = cos(x) cos(x) — sin(z) sin(x) = (1 —sin(z)?) —sin(z)? = 1 — 2sin(z)? ,

daB sin(z)? = § — £ cos(2x) ist.

Jedenfalls fahren wir fort mit

— o(r— 104 207)

16

™

~ 1,1902.

= 27 —



Zu || f = fsl*.
Wir merken zuniichst an: (a — b — ¢)* = a® 4+ b* + ¢® — 2ab — 2ac + 2bc.
Da f(z) — f3(x) ungerade ist, ist (f(x) — f3(z))? gerade und also

If = fsl”
= 2 [ (@) = ) s
= 2/;(1 — 2sin(z) — 5= sin(3z))* dz

= 2/ 1+ L sin(z)* 4+ o5 sin(3z)? — L sin(z) — & sin(3z) + 2% sin(z) sin(3z) dz
0

Oben haben wir schon gesehen: sin(z)? = 3 — 1 cos(2z).

Also ist auch sin(3z)? = 1 — 1 cos(62).

Mit Euler-de-Moivre wird noch

sin(x) sin(3z) =

—
)
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o e—ia:)) (Q_Ii(ei%i:r; - e—3ix))

dix _ 2ix _ —2ix —4dix
(e e e T 4 e 1T

wh—' »J>IH =

—7(2cos(4x) — 2 cos(27))
os(4x) + 1 cos(2z) .

Wir setzen fort:

- 2/ 1+ 2 2 Sln( )2 + 9 9n2 Sln(3x) — %Sin($) - 3% Sin(3x) + 3322 sin(x
0

= 2/07r 1+ 19(5 — cos(22)) + 55 (3 — cos(6x))
) —

= sin(3z) + 35 (—3 cos(4z) + & cos(2x)) d

— 3 sin(x
= 2[z+ 8(2 - Lsin(22)) + 97T2(E — ¢ sin(62))

sin
2

+2 cos(x) + g cos(3x) 4 2% (—4 sin(4z) + §sin(2x)];

- e

= 27r+;(8+§—16—1§)

160

= 27 — or

~ 0,6243 .

(x)sin(3z) dz
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Hausaufgabe 35

(a) Verwenden Sie die Parsevalsche Gleichung und die Fourier-Reihe aus Hausaufgabe 34, um

°° 1

2GR

prd (2k + 1)
zu berechnen.

(b) Verwenden Sie die Parsevalsche Gleichung und die Fourier-Reihe aus Hausaufgabe 31, um

- 1
2 =y

k=1

zu berechnen.

Losung. Die Parsevalsche Gleichung lautet allgemein
) _ Tap S 2, 72
1717 = =2 47D (a5 + 1))
j=1
(a) Fiir die Funktion f(x) aus Hausaufgabe 34 wird

117 = /_7r f(x)?*dz = /_ﬂldx — o1 .

Aus Hausaufgabe 34 wissen wir b; = j%r(l — (=1)9) fiir j > 1.

Damit wird

2 [o@)
%—i—wZ(aian?) = 7y
j=1

Dabher ist
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(b) Fiir die Funktion f(z) aus Hausaufgabe 31 wird, unter Verwendung von sin(z)* =

3 cos(2x) (vgl. Losung zu Hausaufgabe 34.(b)),

1£1? = 2/0 sin(r)*dz = 2/0 + — 3cos(2x)dx = 2[92—0—}18111(2@}3 = 7.

Aus Hausaufgabe 31 kennen wir die Fourier-Reihe

2 oo
Fourier(z) = — + ; . 4k2 cos(2kx) .

Hierbei steht vor cos(2kx) der Koeffizient agy, =
Fourier-Koeffizienten sind gleich 0.

Wir haben

4 . _ 4
AT - Ferner ist ap = —. Alle anderen

a3 ma
0+7TZ a; +b2 = TO—FWZagk

Daher ist

i;:ﬂ Hf|\2—§ _m 1
@2 —1)2 16 ) 16 2
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Hausaufgabe 36 Seit € R ein Parameter.
Sei f: R — R die 2m-periodische Funktion, die fiir —m < & < 7 gegeben ist durch

fz) =

—1—tzx fir—7<2x<0
14+tx fir O<zx<nm

(a) Berechnen Sie die komplexe Fourier-Reihe Fourierff(a:).

(b) Sei nun t = 0. Bestétigen Sie durch Vergleich mit Hausaufgabe 34, dass die Koeffizienten
Cp von Fourier(](f(x) mit den Koeffizienten ay, by von Fourier(x) in folgender Beziehung
stehen.

ap = 2¢y, ar=cp+c_g, bp=1i(cx—c_g) firk>1.

Lésung.

(a) Die komplexe Fourier-Reihe ist gegeben durch

e}
Fourier (z) = E crett”,

k=—o00

wobel

1 [" ;
k=5 /_7r f(z)e ™ d.

Fiir £ = 0 wird

o - %(/_i(—l—t:c)der/Oﬂ(lthx)dx)
- % ([—a’;]gﬂ —t llﬂ Oﬂ + [2)f + ¢ [%TZ)



Fiir k& # 0 erhalten wir

1 [7 .
= %/_ﬂ f(z)e ™ dx
1 0 . ™ .
= — (/ (=1 —ta)e 'F dx—i—/ (1+tx)e dx)
2 - 0
0 ) T ) 0 ] T )
(—/ e ik dx—i—/ e ikw dx—t/ xe_lk””dx+t/ re ke dx)
-7 0 -7 0
o 1 —ikz10 1 —ikx]™ xe—ikx ’ 1 0 —ikx
B 2W<E[e }—w E[e }0 t( [ ik }_W+E/ﬂe d
—ikx] T 1 s '
+t (— {xe‘ ] + —/ o ikz dx)
ik |, ik Jg
ikm 1

_ i i _ Aikm _i —ikm _ _7re B —ikz10
N 2ﬂ'<ik(1 A 1) t( TR }—w)

e N k (1)
— 27r<1k(1( 1)) t( p +kﬂl (=1)F) )+t o T3
1 (2 o2t
— o (G- o)+ E (0 -)
1 i t
= ;(‘g‘p)(-%—Uﬂ,
wobei wir e”1*" = k™ = (—1)* verwendet haben.
Somit wird
. C tm - 1 Pt k\ aikz
Fourier;(z) = 5 + kzzoo; T w (1—(-1)")e
k#0

tw 2 i t e
2+§;W<QMJ)(%+W)6

(b) Fiir ¢t = 0 erhalten wir die komplexe Fourier-Reihe

oo o0

1 - 2 o
. .C . _(_1\k ike i(25+1)x
Fouriery(r) = kE_OO —% (1— (1)) ™™ = j:E_oo 2D 1)@ J
k#0

mit den Koeffizienten

1
co=0 und ¢ = = (1 - (—1)”“)

fir k € Z . {0}.



Aus Hausaufgabe 34 kennen wir die Koeffizienten der Fourier-Reihe Fouriery(z):

fiir j > 0 und

fiir y > 1.
Wir fithren den Vergleich der Koeffizienten durch.
Man erhélt

Fir £ > 1 erhalt man

und schliellich
i(ep—cy) = i <% (1 — (_1)k) _ (_illm) (1 — (—1)k))
= % (1—(-1)")
= by.

Dies bestétigt die gefragten Beziehungen.
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