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Losung 14

Hausaufgabe 40 Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung

U = Uge +T+ 2,

mit Randbedingungen
u(0,t) =0, wu(3,t)=0 fiurt>0

und Anfangsbedingung
u(z,0) =0 fiirzel0,3].

(a) Bestimmen Sie die Fourier-Koeffizienten b, (t) fiir die ungerade 6-periodische Fortsetzung
in z-Richtung von r(z,t) =t + x.

(b) Bestimmen Sie die Losung u(z,t) der angegebenen Wirmeleitungsgleichung unter den
angegebenen Rand- und Anfangsbedingungen.

Lésung.

(a) Die Fourier-Koeffizienten b, (t) sind gegeben durch

by (t) = %/OLr(az,t) sin (?) dz.

Hier ist r(z,t) =t +x und L = 3.
Daraus folgt

b(t) — ;/3(t+x)sin(?) dz
([ (5] 2 [ (1) )
([resanem (9] () o (5917)
(_ 9

2

— (3 +t) cos(nm) — tcos(0)) + 3

Wi Wl

(sin(nm) — sin(O)))
— (B+1)(=1)" =1

= (- B+

(b) Zur Berechnung von u(z,t) miissen wir die Fourier-Koeffizienten b,,(¢) berechnen, die wir

durch Integration von

a2n27r2t

b;z (t) = E’n (te 22



erhalten. Hier ist a? = 1.

Es folgt

bu(t) = /%@eﬂ dt

- o5 <<t—<3+t>(—1> )= (1= (=)™ nfﬁ)e*szi}
_ $;<@—@+wpn)—u—ewwn29 =

mit der Integrationskonstanten (3, € R.

Gemal Ansatz soll nun sein:

u(z,t) = ibn(t) sin (“7%) e_%
n=1
= 3 (B (- B0 — (= (1)) ) €T+ ) sin(z) e T
n=1

Wir bestimmen £, durch Einsetzen der Anfangsbedingung u(z,0) = 0.

Da die Fourier-Koeffizienten der ungeraden 6-periodischen Fortsetzung der Nullfunktion
alle gleich 0 sind, sollten auch die Fourierkoeffizienten b,,(0) der ungeraden 6-periodischen
Fortsetzung der Funktion u(x,0) alle gleich 0 sein. Also soll gelten:

0 = by, (0)
= S5 ((0-3-(=1)") = (1= (=1)") - 255) €’ + fn
= ((-1)"3+(1—(-D)") - =) + Ba.

Und somit ist



Die Losung ist nun gegeben durch

u(z,t)

> 2,22,
Z by, (t) sin ("—z‘”) e L2
n=1
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Hausaufgabe 41 Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung
Uy = ux$+§x+3t—§tx,

mit Randbedingungen
u(0,t) =12, u(3,t) =1+t fiirt>0

und Anfangsbedingung

u(x,0) =3z firz €[0,3] .

(a) Reduzieren Sie das Problem mit inhomogenen Randbedingungen fiir u(z,t) auf ein Pro-
blem mit homogenen Randbedingungen fiir a(z,t) wie in 8.2.11.

(b) Geben Sie eine Losung fiir 4(x,t) an unter Verwendung von Hausaufgabe 40.

(c) Bestimmen Sie eine Losung fiir u(z,t) unter Verwendung von (b).
Lésung.

(a) Um das Problem zu reduzieren, setzen wir

1) = r(z, 1) — (1 - %) J(t) — %h’(t),
wobei
r(z,t) =3z +3t—2tx, L=3, gt)=t> und h(t)=1+t.
Wir haben
Fz,t) = sax+3t—32te—(1—-%)2t—%
= §x+3t—§t$—2t+§tz—§
= x+t.

Fiir die Randbedingung gilt nun

T T
- ~(1- —) 0) — Zh(0
f@) = f@) = (1-F)9(0) = Th(0)
P (1-3)0-11
0.
Das reduzierte Problem lautet also
Up = Ugy + T + t,
mit
w(0,t) =0, a(3,t)=0 firt >0,

und
a(x,0) =0, firzel0,3].



(b) Die Losung der Aufgabe in (a) stimmt mit der aus Hausaufgabe 40 iiberein.

Dabher ist

iz, 1)
= i ((<t — B = (1= (1)) - ) + (D)™ -3+ (1= (=1)") - 7552) e—%)
T )
(c) Die Losung des urspriinglichen Problems ist gegeben durch
(e, t) = @z, ) + (1 - %) g(t) + %h(t).
Daraus folgt
u(z, t)
= i (((t —BHDED) = (1= (1)) - =) + ()™ -3+ (1 — (1)) - =L5) e )
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Hausaufgabe 42 Wir betrachten die Wellengleichung
Uy = Mgy
mit Anfangsbedingungen
uw(z,0) = zsin(x), w(x,0)=2z firzeR.
(a) Berechnen Sie die Losung der Wellengleichung unter den gegebenen Anfangsbedingungen.

(b) Uberpriifen Sie durch eine direkte Rechnung, ob die in (a) berechnete Losung u(z,t) die
partielle Differentialgleichung uy = 9u,, und die gegebenen Anfangsbedingungen erfiillt.

Lésung.

(a) Die Losung ist mit der d’Alembertschen Formel gegeben durch

((z — 3t)sin(x — 3t) + (z + 3t) sin(zx + 3t)) + «t .

T+ct
wat) = 5 (o —ct) + fla+e) + 5 [ gls)as
wobei
c=3, f(zr)=zsin(z) und g(z)==z.
Also ist
1 . . 1 43t
u(z,t) = 5 ((z — 3t)sin(x — 3t) + (x + 3t) sin(z + 3t)) + 5 /zgt sds
= % ((z — 3t)sin(x — 3t) + (x + 3t) sin(z + 3t)) + % [sﬂifgz
= % ((z — 3t)sin(x — 3t) + (x + 3t) sin(x + 3t)) + % ((z+3t)* — (z — 3t)%)
1
2

(b) Um zu tiberpriifen, ob u(z,t) die gesuchte Losung ist, fiihren wir zundchst die zwei Funk-

tionen
a=alz,t)=x—3t, [=7p0(xt)=ax+3t

ein. Dann ist
Oét:—g,@le,ﬁtzg und ﬁle
Wir haben

u(z,t) = % (asin(a) 4+ Bsin(B)) + 1—12 (8% —a?).

Die ersten Ableitungen sind nun gegeben durch

w(xz,t) = E (agsin(a) + acos(a)ay + By sin(B) + B cos(B)Fy) + é (BB — aewy)

(~ sin(a) — arcos(a) + sin(8) + feos(9)) + 5( + )

DN o



und

ug(x,t) = % (o sin(a) + accos(a)ay + By sin(B) + [ cos(8)B,) + % (BB — aay)
= % (sin(a) + accos(ar) 4 sin(B) + B cos(B)) + é(ﬁ —a).

Die zweiten Ableitungen sind gegeben durch

wn(z,t) = g (— cos(@)ar — ay cos(a) + arsin(@)ay + cos(B)B; + B cos(B) — Bsin(B)B,)
+;@+%)
= - (2cos(a) — asin(a) + 2cos(8) ~ Fsin(5))
und
() = % (cos(a)ay + a, cos(a) — asin(a)a, + cos(8)8, + B, cos(8) — Bsin(5)8,)
(6o~ 0u)
= £ (2cos(a) — asin(a) + 2cos(8) — Fsin(B)).

Daraus folgt uy = uy, .

Wir iiberpriifen noch die Anfangsbedingungen. Wir haben

u(z,0) = % (xsin(x) + zsin(z)) + % (2* — 2?)
= zsin(z)
und
u(z,0) = g (—sin(x) — z cos(z) + sin(x) + x cos(x)) + x

Also erfiillt u(t, z) also die partielle Differentialgleichung und die Anfangsbedingungen.
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