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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge

Lo6sung 15
Hausaufgabe 43 Sei D :=R?\ {(g)}.

(a) Man verifiziere: Es ist
u(z,y) = In (\/ x? + y2>
eine Losung der Potentialgleichung w,,(z,y) + uy,(z,y) = 0 auf D.
(b) Sei u(z,y) eine 2-mal stetig partiell differenzierbare Funktion auf D.
Sei w(r, p) := u(rcos(yp), rsin(y)) fiir r > 0 und ¢ € [0, 27].

Man iiberpriife unter Verwendung der Kettenregel fiir Funktionen zweier Verédnderlicher:
we(r,p) = ua(r cos(p),rsin(p)) - (=rsin(p)) + uy(rcos(p), rsin(p)) - r cos().

Man berechne w,.(r, ), wy, (1, @) und wy,(r, ).

Man iiberpriife:
Wy (1, 0) + %wr(ra ©) + T%wsoso(ra ©) = Uge(rcos(p), rsin(p)) + uyy,(r cos(p), rsin(yp)) .
Man bestétige: Es ist uz, (2, y) + uyy(x,y) = 0 auf D genau dann, wenn

(*) Wy (1, ) + %wr(ra p) + T%w@@(T, ¢) =0
ist fir > 0 und ¢ € [0, 27].

(¢) Man verifiziere durch eine direkte Rechnung, dass

w(r,¢) = In(r)
eine Losung der partiellen Differentialgleichung () ist.

Verifizieren Sie dies erneut unter Verwendung von (a) und (b).

Lésung.

(a) Wir berechnen die partiellen Ableitungen
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Alternativ kann man auch
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rechnen. Analog fiir u, .

Wir setzen die partiellen Ableitungen in die Differentialgleichung ein und erhalten
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Die Ableitungen erhéilt man durch Anwendung der Kettenregel:

d(r cos(p)) d(rsin(y))
Op i

= u,(rcos(p), rsin(p)) - (—rsin(e)) + u,(r cos(), rsin(p)) - rcos(y) .

W (7, ) = uy(r cos(p), rsin(p)) - + uy (1 cos(p), rsin(yp)) -

Wir berechnen die verbleibenden partiellen Ableitungen:

wy (1, ) = uy(r cos(p), rsin(p)) - cos(p) + uy(r cos(p), rsin(yp)) - sin(p),
Wi (1, 0) = €08(¢p) + (Uga(r cos(p), Tsin(p)) - coS(p) + uyy (1 cos(p), rsin(y)) - sin(y))
+ sin(p) - (uys(r cos(p), rsin(p)) - cos(p) + uy, (1 cos(p),rsin(y)) - sin(p)) .

Wir verwenden eine kiirzere Schreibweise, indem wir das Argument (r, ) resp. (r cos(¢), 7 sin(y))
nicht {iberall dazuschreiben:

Wy = C08(p) - (U - COS(P) + Uy - sIN(p)) + 8I0(p) - (U - COS(p) + Uy - sIN(P))

= Uy - €OS(p)” + Uy - 25I0(p) COS(p) + Uy - sin(p)? .

Schliefilich ist

Wep = — 17 €OS() - Uy — 78IN(P) * (Ugy - (=7 8IN(P)) + Ugy - 7 COS(p))
— rsin(p) - uy + 1 cos(p) + (Uyg - (—rsin(p)) + uy, - rcos(p))
= —1cos(p) - uy — rsin(p) - uy + r?sin(p)? - g — 217 sin(p) cos(p) - Uy + 17 cos(9)? - Uy, .

Alles in allem also:

w, = Uy -cos(p) + uy, - sin(p)
Wyr = Ugy - COS()? + Ugy - 28I0(p) cO8(p) + uy, - sin(p)?

Wpp = —1€08(p) - Uy — rsin(p) - uy + r?sin(@)? - Uz — 212 sin(p) cos(@) - Uy + 72 cos(9)? - Uy, -



Wir setzen ein:
Wy (1, 0) + %wr(ra @) + %wtpap(ﬁ ©)
_ 1 1
= Wpp + Wy + 53Weyp

= Uy - €08(0)? 4 2ty - sin(p) cos(p) + uy, - sin(p)?
+1 (ug - cos(ip) + uy - sin(y))

+5 (—rcos(p) - up — rsin(e) - u, + 7% sin(p)

= Uy, - cos(p)? +M+ Uyy - sin(p)?
+‘u = T —"_ _U§ : ' - % - %

+sin(9)? - Uz —M%— cos(p)? + uy,

= (cos(p)? +sin()?) - s + (cos()? + sin(p)?) - uyy

2 Uy — 277 sin(p) cos(@) - Uy + 1% cos(@)? - uyy)

= Ugy + Uygyy
= Uyy(rcos(p), rsin(p)) 4 uy, (rcos(p), rsin(p)).

Nun zur gefragten Bestéatigung.

Zur Implikation = . Sei
ux:c(xvy) + uyy(xay) = 0

fiir (j) € D bekannt. Dann ist wegen der eben gezeigten Gleichheit auch

Wy (1, go)—i—%wr(r, <p)—i—ri2ww(r, ©) = Ugg(r cos(p), rsin(p)) +uy,(rcos(p), rsin(e)) = 0

fiir » > 0 und ¢ € [0, 27].

Zur Implikation <. Sei

Wi (1, 0) + Jwp (1, @) + FWeu(r, ) = 0
fiir r > 0 und ¢ € [0, 27] bekannt. Also ist wegen der eben gezeigten Gleichheit auch
Uz (1 COS(), rsin()) +uy, (rcos(p), rsin(p)) = we,(r, @)+ %w,.(r, ©)+ T%ww(r, ¢) =0
fiir » > 0 und ¢ € [0, 27].

Y y rsin(p)
werden kann fiir ein 7 > 0 und (wenigstens) ein ¢ € [0, 27], folgt

Da nun jeder Punkt von (m) €D =R*\ {(8)} in der Form (x) = (TCOS(“D)> geschrieben

um(x,y)—kuyy(x,y) = O

fiir (I) e D.

Y



(c) Wir fihren eine direkte Rechnung durch.
Wir berechnen die partiellen Ableitungen der Funktion w(r, ¢) = In(r):

o
g
5
S
I
o

wg,:

Wy = —, Wyy =

S | =
—

—
Wir setzen die partiellen Ableitungen in die Differentialgleichung () ein:
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Wy (1, 0) + %wr(r, )+ T%ww(r, ©) = Wy + %wr + r%ww - _

Wir verwenden (a) und (b).
Dank (a) ist u(z,y) = In (\/1’2 + y2> eine Losung von g, + u,, = 0 auf D.
Dank (b) ist dann

w(r,p) = u(rcos(p),rsin(p)) = ln<\/(rcos(go))2+(rsin(gp))2> = ln(\/r_Q)

eine Losung von
wrr(rv 90> + %wr(n QO) + ri?w%@((ru 90) =0

fiir » > 0 und ¢ € [0, 27].

=



Hausaufgabe 44 Sei
f:C—C: 2z~ f(z):=sinh(z).

Sei u(z,y) = Re (f(x + iy)) und v(z,y) = Im (f(z + iy)).
(a) Bestimmen Sie u(z,y) und v(zx,y).

(b) Verifizieren Sie durch eine direkte Rechnung, dass u(z,y) und v(z,y) harmonische Funk-
tionen sind, die die Cauchy-Riemann-Gleichungen erfiillen.

. . . . 2 . _ .
PACE) - :
(c) Geben Sie ein quellen- und wirbelfreies Vektorfeld g auf R* an mit go(z, y) = cosh(z) sin(y)

Lésung.
(a) Wir schreiben sinh(z + iy) als (e**'¥ —e~®71¥) /2 und bestimmen Real- und Imaginérteil:
f(z) =sinh(z +iy) = 1 (e"¥ —e ™7V
%(e$ely e $e—iy)
= 1 (e”"(cos(y) + isin(y )) o

(
Lo (¢~ %) + i3 siny)
= cos(y) sinh(z ) + isin(y ) cosh(z

cos(y) — isin(y)))
(" +e7)
)-

Somit wird

u(z,y) = Re(f(z + iy)) = cos(y) sinh(z) = %Cos(y) (ef’f — e—l‘) ,
I (z + iy)) = sin(y) cosh(z) = }sin(y) (& +¢77).

(b) Wir berechnen zunéchst die folgenden partiellen Ableitungen von « und von w.

= cos(y) cosh(z) Uz = cos(y) sinh(x)
= —sin(y) sinh(z) Uy, = — cos(y) sinh(z)
—sm(y) sinh(x) Vg = sin(y) cosh(z)
= cos(y) cosh(z) vy = —sin(y) cosh(x)

Damit kann verifiziert werden, dass v und v harmonisch sind:

Uzy + Uy, = cos(y)sinh(z) — cos(y) sinh(z) = 0
Ugy + Uy = sin(y)cosh(z) —sin(y) cosh(z) = 0.

Ferner sind die Cauchy-Riemann-Gleichungen erfiillt:
u, = cos(y) cosh(z) = v, , u, = —sin(y) sinh(z) = —v, .

Alternativ folgt die Harmonizitédt von u und v auch aus den Cauchy-Riemann-Gleichungen
und dem Satz von Schwarz.

(c) GeméaB 8.4.3 ist
. u(z,y) o cos(y) sinh(z)
F(z,y) = (—v(m,i)) = (_51118(3) :osh(a:))

auf R? ein quellen- und wirbelfreies Vektorfeld.



Dies folgt auch direkt aus den Cauchy-Riemann-Gleichungen: die erste besagt
divF(z,y) = uz+(—v)y = 0,

die zweite besagt

rot F'(z,y) (—v)z —uy = 0.

Da nun gy(x,y) = sin(y) cosh(z) sein soll, nehmen wir auf R?
— cos(y) sinh(z
g(l‘, y) = —F(I, y) - < sin((g?j))coshgr§> :

Da F quellen- und wirbelfrei ist und da div und rot lineare Operatoren sind, ist auch
g = —F quellen- und wirbelfrei.
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