Kiinzer, Truong Wintersemester 2022/23
Differentialgeometrie fiir Geodéten
Losung 1

Hausaufgabe 1
Wir betrachten die Kurve, die durch

parametrisiert wird, wobei s € R .
(a) Rechnen Sie nach: Es liegt eine normierte Parametrisierung vor.
(b) Bestimmen Sie den Tangentenvektor v(s) und den Normalenvektor n(s) fir s > 0.
(c¢) Bestimmen Sie die Kriimmung (s) und den Kriimmungskreisradius p(s) fiir s > 0.
)

(d) Bestimmen Sie den Mittelpunkt M(s) des Kriitmmungskreises fiir s > 0.

Lésung.
Zunéchst eine Skizze der Kurve C'(R™):




(a) Wir haben

C'(s) = 1

1-cos(In(s)) — s - sin(In(s)) -
V3

L . cos(In(s)) — sin(In(s))
1-sin(In(s)) 4+ s - cos(In(s)) - * | = —= | sin(In(s)) + cos(In(s)) | -
) V3

Wir kiirzen mit » := In(s) ab. Fiir s > 0 ist dann

|C"(s)]
' \/(COS(“) — Sin(u))2 + (sin(u) + COS(u))2 412

- y/cos(u)? — 2 cos(u) sin(u) + sin(u)? + sin(u)? + 2 sin(u) cos(u) + cos(u)? + 1

/2 (cos(u)? + sin(u)?) + 1
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Also ist C'(s) eine normierte Parametrisierung.

w 1 cos(In(s)) — sin(In(s))
v(s) = C'(s) = — | sin(In(s)) + cos(In(s)) | -
V3 1

(b) Wir haben

Nasy

Fiir den Normalenvektor n(s) rechnen wir
—sin(In(s)) - 2 — cos(In(s))

C"(s) = % ( cos(In(s)) ;

Wir kiirzen mit u := In(s) ab. Fiir s > 0 ist dann

[C"(s)]
' 1\/( - (Sin(u) + COS(U)))2 + (COS(u) — Sin(u))2 402

S

s)) -+ R sin(In(s)) — cos(In(s))
—sin(In(s)) -+ | = 5 cos(In(s)) — sin(In(s)) | .
0 0

/2 - (sin(u)? + cos(u)?)
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Also haben wir

C//(S)

"= Ten

(¢) Wir haben

(d) Wir haben

M(s)

Sl= &le

Sle

cos(In(s)) ; sin(In(s)) 7

cos(In(s)) — sm(ln(s

. 3 —sin(In(s)) — cos(In(s))
+ B2 cos(ln(s)) — sin(In(s))

il sin ln( — cos(In(s))
2

cos(In(s)) — sin(In(s))

( sin(In(s)) — cos(In( ))) ) ( sin(In(s)) — cos(In( )))
s 2 '
0

—sin(In(s)) — cos(In(s)) 2
1 1 . 3
))) T 5 ( cos(In(s)) —sm(ln(s)) ) : (s. 5)



Hausaufgabe 2
Wir betrachten die Kurve in der zi-xo-Ebene, die durch

arsinh(s)
C(S) = (\/1—1—52)
0

parametrisiert wird, wobei s € R..

(a) Rechnen Sie nach: Es liegt eine normierte Parametrisierung vor.

(b) Uberpriifen Sie: Es parametrisiert C(s) den Graphen x5 = cosh(z;).
Skizzieren Sie die Kurve in der x;-z9-Ebene.

(c¢) Bestimmen Sie den Tangentenvektor v(s) und den Normalenvektor n(s).

(d) Bestimmen Sie den Radius p(s) und den Mittelpunkt M (s) des Kriimmungskreises.

Zeichnen Sie den Kriimmungskreis fiir s = 0 in die Skizze aus (b) ein.

Lésung.
(a) Wir haben die Funktionen
sinh(z) =

(" —e™) und cosh(z) =< (e"+e ).

N | —
N | —
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Wir berechnen die Ableitung von arsinh(s) mit der Umkehrregel (f~1(s))' = ————

fr(f=Hs))
Wir wihlen f(s) := sinh(s). Dann ist die Ableitung gegeben durch f’(s) = cosh(s) und
die Umkehrfunktion ist gegeben durch f~!(s) = arsinh(s).

In die Formel eingesetzt ergibt das

(arsinh(s)) = 1, © :
cosh(arsinh(s)) \/1 + (sinh(:eursinh(s)))2 Vits?

Bei (x) verwenden wir die Identitét cosh(u)? — sinh(u)? = 1 und cosh(u) > 0, woraus

cosh(u) = /1 + sinh(u)?.

Bei (*%) nutzen wir aus, dass sinh(u) Umkehrfunktion von arsinh(u) ist, also

sinh(arsinh(s)) = s.

Wir berechnen die Ableitung von v/1 + s2:

(\/m)/: ((1‘}‘82);),:%(14-82)_%-28: i



Dann ist

und damit

1 1
"/12+82+02:
V1+s2 V1+s2

Also ist C'(s) eine normierte Parametrisierung.

AV14+s2=1.

O ()] =

(b) In unserer Parametrisierung ist x; = arsinh(s), z3 = v1+ s2 und 3 = 0. Da arsinh
surjektiv von R nach R abbildet, miissen wir also cosh(arsinh(s)) = V17 52 zeigen.

Wir haben

cosh (arsinh(s)) = /1 + sinh(arsinh(s))2 Tt s )
wobei wir wieder die Identitdten (x) und (xx) aus (a) verwenden.

Eine Skizze der Kurve C(R):

xl




(c) Wir haben

1
@ 1 2y-1
v(s) =C'(s) = = (1+s%)"2
=Y e o] = s
Fiir den Normalenvektor n(s) berechnen wir
. 1 0
C"(s) = —5(1+s2)—%-23 s|+0+s)2 (1
0
0
= 1+ 2|2 +(1+s)z |1
0 0
—5 0
= 1+s)3 [ -2 | +(1+s2)73 |1+
0 0
-5
= (148272 | —s24+1+ s
0
-5
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Damit ist
-5 —$
C"(s) 5 1 1
n(s) = =(1+s 1| = 1
)= 1@ = ) ey e
(d) Wir haben
1
p(s) = =1+s,
€7 (s)]
und
arsinh(s) —s
M(s)=C(s)+n(s)- p(s) = 14+s2 | + (14 s?
=€ 4nte) o) = | VITF |+ g | 1 J o)
arsinh(s) —$ arsinh(s) — sv/1 + s?
=| VI+s2 | +V1i+s2|[ 1 | = 2.1+ s?

0 0 0



Fir s = 0 wird dann

arsinh(0) 0
p(0)=1+0*=1 und M(0)= 2 =12
0 0

Eine Skizze der Kurve C(R) und des Kriimmungskreises an der Stelle s = 0:
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