
Künzer, Truong Wintersemester 2022/23

Differentialgeometrie für Geodäten

Lösung 5

Hausaufgabe 9

Es parametrisiert Φ(ϕ, ψ) =

(
cos(ϕ)

cos(ψ)(2+sin(ϕ))

sin(ψ)(2+sin(ϕ))

)
mit ϕ, ψ ∈ [0, 2π] den Torus T ; vgl. Hausauf-

gabe 5.

Sei ϕ0 ∈ [0, 2π]. Sei c(ψ) =
(
ϕ0

ψ

)
für ψ ∈ [0, 2π].

Es parametrisiert Φ(c(ψ)) die Kurve Kϕ0 := Φ(c([0, 2π])) auf T .

Für welche Werte von ϕ0 ist die Kurve Kϕ0 eine Geodäte auf T ?

Lösung.

Wir haben

c′(ψ) =
(
c′1
c′2

)
=
(

0

1

)
und c′′(ψ) =

(
0

0

)
.

Aus Hausaufgabe 5.(c) wissen wir

E =
〈
Φϕ

∣∣Φϕ

〉
= 1

F =
〈
Φϕ

∣∣Φψ

〉
= 0

G =
〈
Φψ

∣∣Φψ

〉
=
(
2 + sin(ϕ)

)2
.

Also ist (
E F
F G

)−1
=
(

1 0
0 (2+sin(ϕ))2

)−1
=
(

1 0
0 (2+sin(ϕ))−2

)
,

und(
Γ111
Γ211

)
=

(
E F
F G

)−1 ( 1
2
Eϕ

Fϕ− 1
2
Eψ

)
=

(
1 0
0 (2+sin(ϕ))−2

)(
0

0

)
=

(
0

0

)
,(

Γ112
Γ212

)
=

(
E F
F G

)−1 ( 1
2
Eψ

1
2
Gϕ

)
=

(
1 0
0 (2+sin(ϕ))−2

)(
0

(2+sin(ϕ)) cos(ϕ)

)
= cos(ϕ)

2+sin(ϕ)

(
0

1

)
,(

Γ122
Γ222

)
=

(
E F
F G

)−1 (Fψ− 1
2
Gϕ

1
2
Gψ

)
=

(
1 0
0 (2+sin(ϕ))−2

)(
−(2+sin(ϕ)) cos(ϕ)

0

)
= −(2+sin(ϕ)) cos(ϕ)

(
1

0

)
,

und somit

Γ 1 =
(

Γ111 Γ112
Γ121 Γ122

)
= −(2+sin(ϕ)) cos(ϕ)·

(
0 0
0 1

)
Γ 2 =

(
Γ211 Γ212
Γ221 Γ222

)
= cos(ϕ)

2+sin(ϕ)
·
(
0 1
1 0

)
.

Allgemein haben wir für a11 , a12 , a22 ∈ R

c′
T (a11 a12

a12 a22

)
c′ = (0 1)

(
a11 a12
a12 a22

) (0

1

)
= a22 .



Bei
(
ϕ
ψ

)
= c(ψ) =

(
ϕ0
ψ

)
ist also

c′TΓ 1c′ = Γ 122 = −(2 + sin(ϕ0)) cos(ϕ0) ,

c′TΓ 2c′ = Γ 222 = 0 ,

c′T
(
E F
F G

)
c′ = G =

(
2 + sin(ϕ0)

)2
,

c′T
(
E F
F G

)
c′′ = (0 1)

(
E F
F G

) (0

0

)
= 0 ,

c′T
(
Eϕ Fϕ
Fϕ Gϕ

)
c′ = Gϕ = 2(2 + sin(ϕ0)) cos(ϕ0) ,

c′T
(
Eψ Fψ
Fψ Gψ

)
c′ = Gψ = 0 .

Eingesetzt in die Geodäten-Bedingung ergibt sich an der Stelle c(ψ) =
(
ϕ0
ψ

)
(

0

0

)
!

= c′′ +
(
c′TΓ1c′

c′TΓ2c′

)
− 1

c′T
(
E F
F G

)
c′

(
c′
T (E F

F G

)
c′′ +

1

2
· c′T

(
Eϕ Fϕ
Fϕ Gϕ

)
c′ · c′1 +

1

2
· c′T

(
Eψ Fψ
Fψ Gψ

)
c′ · c′2

)
· c′

=
(

0

0

)
+
(
−(2+sin(ϕ0)) cos(ϕ0)

0

)
− (2+sin(ϕ0))−2(0+ 1

2
·2(2+sin(ϕ0)) cos(ϕ0)·0+ 1

2
·0·1) ·

(
0

1

)
=
(
−(2+sin(ϕ0)) cos(ϕ0)

0

)
.

Diese Bedingung wird erfüllt, falls

− (2 + sin(ϕ0))︸ ︷︷ ︸
6=0

cos(ϕ0) = 0 ⇔ cos(ϕ0) = 0 ⇔ ϕ0 ∈
{π

2
,
3π

2

}
.

Also ist Kϕ0 eine Geodäte für ϕ0 ∈
{
π
2
, 3π

2

}
.

Eine Grafik mit dem Torus und den Geodäten Kπ/2 (dunkelblau) und K3π/2 (hellblau).



Hausaufgabe 10

Es parametrisiert Φ(u, v) =
( u

v
u2−v2

)
für
(
u
v

)
∈ D := R2 ein hyperbolisches Paraboloid P .

(a) Sei c(t) :=
(
t
t

)
für t ∈ I := R. Ist die Kurve K1 := Φ(c(R)) eine Geodäte auf P ?

(b) Sei c(t) :=
(
t
2t

)
für t ∈ I := R. Ist die Kurve K2 := Φ(c(R)) eine Geodäte auf P ?

Lösung.

Aus Hausaufgabe 7.(b, c) wissen wir(
E F
F G

)
=
(

1+4u2 −4uv
−4uv 1+4v2

)
und

Γ 1 =
(

Γ111 Γ112
Γ121 Γ122

)
= 1

4(u2+v2)+1

(
4u 0
0 −4u

)
Γ 2 =

(
Γ211 Γ212
Γ221 Γ222

)
= 1

4(u2+v2)+1

(−4v 0
0 4v

)
.

Ferner ist (
Eu Fu
Fu Gu

)
=
(

8u −4v
−4v 0

)
und

(
Ev Fv
Fv Gv

)
=
(

0 −4u
−4u 8v

)
.

(a) Wir haben

c′(t) =
(
c′1
c′2

)
=
(

1

1

)
und c′′(t) =

(
0

0

)
.

Allgemein haben wir für a11 , a12 , a22 ∈ R

c′
T (a11 a12

a12 a22

)
c′ = (1 1)

(
a11 a12
a12 a22

) (1

1

)
= a11 + 2a12 + a22 .

Bei
(
u
v

)
= c(t) =

(
t
t

)
ist also

c′TΓ 1c′ = Γ 111 + 2Γ 112 + Γ 122 = 1
4(t2+t2)+1

(4t− 4t) = 0 ,

c′TΓ 2c′ = Γ 211 + 2Γ 212 + Γ 222 = 1
4(t2+t2)+1

(−4t+ 4t) = 0 ,

c′T
(
E F
F G

)
c′ = E + 2F +G = 1 + 4t2 − 8t · t+ 1 + 4t2 = 2 ,

c′T
(
E F
F G

)
c′′ = (1 1)

(
E F
F G

) (0

0

)
= 0 ,

c′T
(
Eu Fu
Fu Gu

)
c′ = Eu + 2Fu +Gu = 8t+ 2 · (−4t) = 0 ,

c′T
(
Ev Fv
Fv Gv

)
c′ = Ev + 2Fv +Gv = 2 · (−4t) + 8t = 0 .

Eingesetzt in die Geodäten-Bedingung ergibt sich an der Stelle c(t) =
(
t
t

)
c′′ +

(
c′TΓ1c′

c′TΓ2c′

)
− 1

c′T
(
E F
F G

)
c′

(
c′
T (E F

F G

)
c′′ +

1

2
· c′T

(
Eu Fu
Fu Gu

)
c′ · c′1 +

1

2
· c′T

(
Ev Fv
Fv Gv

)
c′ · c′2

)
· c′

=
(

0

0

)
+
(

0

0

)
− 1

2(0+ 1
2
·0·1+ 1

2
·0·1) ·

(
1

1

)
=
(

0

0

)
+
(

0

0

)
− 0 ·

(
1

1

)
=
(

0

0

)
.

Also ist K1 eine Geodäte auf P .



(b) Wir haben

c′(t) =
(
c′1
c′2

)
=
(

1

2

)
und c′′(t) =

(
0

0

)
.

Allgemein haben wir für a11 , a12 , a22 ∈ R

c′
T (a11 a12

a12 a22

)
c′ = (1 2)

(
a11 a12
a12 a22

) (1

2

)
= a11 + 4a12 + 4a22 .

Bei
(
u
v

)
= c(t) =

(
t
2t

)
ist also

c′TΓ 1c′ = Γ 111 + 4Γ 112 + 4Γ 122 = −12t
4(t2+(2t)2)+1

= −12t
20t2+1

,

c′TΓ 2c′ = Γ 211 + 4Γ 212 + 4Γ 222 = 12·(2t)
4(t2+(2t)2)+1

= 24t
20t2+1

,

c′T
(
E F
F G

)
c′ = E + 4F + 4G = (1 + 4t2) + 4(−4t · (2t)) + 4(1 + 4(2t)2) = 36t2 + 5 ,

c′T
(
E F
F G

)
c′′ = (1 2)

(
E F
F G

) (0

0

)
= 0 ,

c′T
(
Eu Fu
Fu Gu

)
c′ = Eu + 4Fu + 4Gu = 8t+ 4(−4(2t)) = −24t ,

c′T
(
Ev Fv
Fv Gv

)
c′ = Ev + 4Fv + 4Gv = 4(−4t) + 4 · 8(2t) = 48t .

Eingesetzt in die Geodäten-Bedingung ergibt sich an der Stelle c(t) =
(
t
2t

)
(

0

0

)
!

= c′′ +
(
c′TΓ1c′

c′TΓ2c′

)
− 1

c′T
(
E F
F G

)
c′

(
c′
T (E F

F G

)
c′′ +

1

2
· c′T

(
Eu Fu
Fu Gu

)
c′ · c′1 +

1

2
· c′T

(
Ev Fv
Fv Gv

)
c′ · c′2

)
· c′

=
(

0

0

)
+ 12t

20t2+1

(
−1
2

)
− 1

36t2+5

(
0 + 1

2
· (−24t) · 1 + 1

2
· 48t · 2

)
·
(

1

2

)
= 12t

20t2+1

(
−1
2

)
+ 36t

36t2+5

(
1

2

)
.

Zum Beispiel für t = 1 ergibt sich hier nicht das Ergebnis
(

0

0

)
, da die linear unabhängigen

Vektoren
(
−1
2

)
und

(
1

2

)
Koeffizienten ungleich 0 aufweisen.

Also ergibt sich nicht für alle t ∈ I das Ergebnis
(

0

0

)
.

Somit ist K2 keine Geodäte auf P .



Eine Grafik mit dem hyperbolischen Paraboloid, der Geodäte K1 (blau) und der Kurve K2 (rot).

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/index_diffgeo.html

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/index_diffgeo.html

