Kiinzer, Truong Wintersemester 2022/23
Differentialgeometrie fiir Geodéten

Losung 5

Hausaufgabe 9

cos()
Es parametrisiert ®(¢, ) = (COS(w)(Q-i-Sin(go))) mit ¢, ¢ € [0,27] den Torus T vgl. Hausauf-
gabe 5. sin(v)(2+sin(y))

Sei o € [0, 2], Sei () = (%) fiwr ¥ € [0,27].
Es parametrisiert ®(c(v)) die Kurve K, := ®(c([0, 27])) auf T

Fiir welche Werte von ¢ ist die Kurve K, eine Geodéte auf T'7

Lésung.

Wir haben

Aus Hausaufgabe 5.(c) wissen wir

bE= <q)s0|q)w> =1
F=(a,0,)=0
G = (Dy|®y) = (2 +sin(p))”.

Also ist

EF -1 o 1 0 -1 o 1 0
(F G) — 0 (2+sin(p))? = \0(2+sin(p))72 ) >
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<E;2> - (55)71@?) = <<13<2+sin0(<p)>-2> <<2+sin<£))cos<<p)> = = (?)
3 Lc,
(%) = (F&) (Fwé_céfﬁ = <(1J(2+sin0(<p)>—2> <_(2+Sin(80))msm) = —@sine)oos(e) )
und somit
r= (; E) = —(2+sin(p)) cos()- (§9)

r2— (Mh) — _cosle) (0 1)
i 5% 2+sin(p) 10/ -
Allgemein haben wir fiir ai1, aiz, asn € R

/T (ai1 a2 / ail ai2 0 _
c (a12a22)c_(01)(a12a22) 1) = @22



Bei (7)) = c(y) = (%)) ist also

e = L} = —(2+sin(yo)) cos(¢o) ,
T2 = I} = 0,

. (Fe)c = G = (24 sin(<p0))2 )
CTEEC = ()(FE () =0

T (]f;;j gj‘;) d = G, = 2(2+sin(ypo)) cos(¢o) ,
(&) = G — 0.

Eingesetzt in die Geodéten-Bedingung ergibt sich an der Stelle ¢(¢)) = (%))

0N o dTre 1 T EF\ LT E,Fpo\ 1 4 L Ey
(0) =c +(C/Tr%/ - T (EF) S\ € (FG)C +§'C (Fchgo)c 'Cl+§'c Fy
C FG)C

— in 0
— (8) + ( (2+s (‘?))COS(%)) — (2+sin(p0)) 2(0+ 4 -2(2+sin(p0)) cos(po) -0+ 1-01) - (1)

_ (—(2+Sin(<p0)) cos(po) )
0 .

Diese Bedingung wird erfiillt, falls

. T 3T
— (2+sin(pg)) cos(pe) =0 & cos(po) =0 & o € {§ ’ 7}
—_———
£0
Also ist K., eine Geodéte fiir ¢ € {Z, 22

Eine Grafik mit dem Torus und den Geodéten K/, (dunkelblau) und K3, /o (hellblau).




Hausaufgabe 10

Es parametrisiert ®(u,v) = ( 2? 2) fiir (;Lj) € D := R? ein hyperbolisches Paraboloid P.

(a) Sei c(t) := () fiir t € [ := R. Ist die Kurve K, := ®(¢(R)) eine Geodéte auf P ?
(b) Sei c(t) := () fiir t € I :=R. Ist die Kurve K, := ®(c(R)) eine Geodéte auf P ?

Lésung.
Aus Hausaufgabe 7.(b, ¢) wissen wir

(E F) [ 144u? 4w
FG) = \ —duv 14402

und
IR 4du 0
rl — 112 ) — 1
I3 b 4(u2+02) 41 (% -2)
2 r2 —4v 0
r2 — 1112 ) — 1 v )
I3 5 a(u2402)11 (70" )
Ferner ist

(Re)= (7)) wma (Ré)=(03)-
d(t) = <2> = G) und  '(t) = <8) :

Allgemein haben wir fiir a11, a2, as € R

1
o (amm) ¢ = 0 (@) (1) = o+ 200+ .

(a) Wir haben

Bei (3) = c(t) = (}) ist also

e = M +2Mh+ 0 = gy (4t —41) = 0,
T2 = M2+ = gy (-4t +4) = 0,
c/T(gg)cf = E42F+G = 1+42-8t-t+1+48> = 2,
H(FE) I = (1) (F6) (8) — 0,
T (frlYd = E,+2F,+G, = 8t+2-(—4t) = 0,
T(BEYS = E,42F,+G, = 2-(—4t)+8t _

Eingesetzt in die Geodéten-Bedingung ergibt sich an der Stelle ¢(t) = (i)

O (55) - gy (T EH BB dr T (RE)
F

a)cC

= (o) + (5) ~ s0s301030m) - (3)
= () + () -0 ()

Also ist K eine Geodate auf P.



(b) Wir haben

Allgemein haben wir fiir a11, a2, as € R

T (mae) = (12) (0102) (;) — (11 + 4agy + dag .

Bei (Z) =c(t) = (gtt) ist also

AT = ARG = e =
ST = WA = = w
7t (gg)cf = FE+4F +4G = (1+4) +4(-4t-(2t)) +4(1 +4(2t)*) = 36t +5,

H(Fe) = (12)(Fe) (8) = 0,
(BB = E,+4F, +4G, = 8t+4(—4(2t)) _ _oa
(B EY = B, +4F,+4G, = A(—4t)+4-8(21) -

Eingesetzt in die Geodaten-Bedingung ergibt sich an der Stelle ¢(t) = (Qtt)

/ / 1 1 1
(0) ="+ (San2) = ey e (C’T (F&) "+ 5 (B&)ddiv g (B &) cfz) -
¢ (FG) C 2 2
0 -1 )
- <0) + 20311 ( 2) 36t2+5 (O + 3 (=24t) -1 + % - 48t - 2) . <2)

SR 2 (S NI 2
20t2+1 2 36t2+5 \ 2/

Zum Beispiel fiir t = 1 ergibt sich hier nicht das Ergebnis (8), da die linear unabhingigen
Vektoren (@) und <;> Koeffizienten ungleich 0 aufweisen.

Also ergibt sich nicht fiir alle ¢ € I das Ergebnis (8).

Somit ist K5 keine Geodéate auf P.



Eine Grafik mit dem hyperbolischen Paraboloid, der Geodite K7 (blau) und der Kurve K (rot).

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/index_diffgeo.html
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