Kiinzer, Truong Wintersemester 2022/23

Differentialgeometrie fiir Geodéten
Losung 6
Hausaufgabe 11 cos()
Es parametrisiert ®(p, ) = (cos(w)(2+sin(<ﬁ))) mit @, ¥ € [0,27] einen Torus 7.
Vgl. Hausaufgaben 5, 9. sin(y)(2-+sin(9))

(a) Man bestimme die Gaufische Kriimmung Kgayug an jedem Punkt von 7.

(b) An welchen Stellen wird Kga,g maximal? An welchen Stellen wird Kgays minimal?

Lésung.

(a) Aus Hausaufgabe 5 wissen wir

—sin(yp) 0
D, = | cos(@)eoslp) |, By = | —sin()(2+sin(p))
sin (1)) cos() cos(th) (2+sin(p))
und
E=1, F=0 , G=(2+sin(p))?.
Wir haben
( —cos(¢p) 0 0
P, = —cosw)sin(w)) . Doy, = (—sin(wcos(w)) . Dy = (—cosw)msin(w)))
72\ —sin(@) sin(e) i cos(¥) cos(p) P\ i) (2sin(9)
und

cos(ip)(2-+sin(p))
D, X Dy = | cos(w)sin(p)@tsin(e) | .
sin() sin(p) (2-+sin (i)

Ferner haben wir
1 1

EG — F2 (2 +sin(p))?

und

— cos(y) cos()(2+sin(p))
<(I)<P<P‘CI)<P X (I)’LZJ> = (cos(d;) sin(ap)) | cos(v)) sin(¢)(2+sin(p))
—sin(¢) sin(p) sin(1) sin()(2+sin(p))

= —cos(p)(2 +sin(p)) — cos(1)? sin(p)?(2 + sin(p)) — sin(p)?sin(p)?(2 + sin(p))
= —(2+ sin(p)) ((cos(p)® +sin(p)* - (cos(1)* +sin()?))

= —(2 +sin(p)) (cos(p)* + sin(p)?)
— (2 + sin(g)



0 cos()(2+sin(p))
(D] Py, x Dy) = (—sm( >cos<so>) | [ cosw)sin(e)@+sin(e))
cos(1) cos(p) sin() sin()(2+sin(p))

= —sin(1)) cos(p) cos(v)) sin(p)(2 + sin(ip))
+ cos()) cos(ip) sin(v)) sin(p)(2 + sin(p))
=0

cos(¢) (2+sin(p))
(Bosl o Be) = <(z°sw> o )| (:f; e 512i2§$§i>>
= — cos(1))? sin(¢) (2 + sin(p))? — sin(v)? sin(p) (2 + sin(p))?
= —sin(p)(2 + Sln(go))2

Also ist

hi = EG EC_F? <<I>W‘CI> X <I>¢> 2+s1n( e (_ 2+ Sin(@») = _2+siln(go)
h12 - EG—F2 <(I)‘P¢}CI)59 X <D1/1> 2+s1n(<p)) 0=0
hos = gt (B B x By) = Gt - (—sin())(2 + sin())? = — sin(i)

Insgesamt ist also

1
2+ sin(p)

sin(e)

Kgaug = hi1hos — h12 m .

(—sin(p)) — 0% =

(b) Wir suchen die globalen Extremstellen von Kgaug -

Es ist
0L d (Keuns) = d ( sin(yp) ) _cos(p)(2 4 sin(gp)) — sin(p) cos(p)  2cos(p)
Cdp MY T dp \24sin(e) ) (2 +sin(e))? - (2+5sin(p))?
—_————
#0
!
Also sollte bei den kritischen Stellen 2 cos(y) = 0 sein. Diese liegen also bei p € {7, 37”

VOor.

Wir setzen diese Werte in Kqgaug ein.

Dann ist
T sin(m/2) 1 1
Kcaus (-) = ——F— = — = =
2 2 + sin(7/2) 241 3
3r sin(37/2) -1
Kcaus = s = 57— = —1L.
2 2 + sin(37/2) 2-1

Dazuhin ist an den Randstellen Kgaug(0) = Kgaus(27) = 2% = 0.

) ihr Maximum an,

Also nimmt die Gausche Kriimmung Kq,.s an den Stellen (i) = <3

und an den Stellen (¥) = <Szﬂ> ihr Minimum, wobei ¢ € [0, 27].



Eine Grafik mit dem Torus T', der von ®(7/2,) parametrisierten Kurve (blau), auf der sich die
Punkte mit maximaler Gaufkriimmung von 7" befinden, und der von ®(37/2,) parametrisierten
Kurve (rot), auf der sich die Punkte mit minimaler Gauflkriimmung von 7" befinden.




Hausaufgabe 12

Es parametrisiert ®(p, 1) :=

(sin(ﬁ) cos(p)
Vgl. Hausaufgabe 8.

sin(¥) s(ingsa)) ein Ellipsoid S, wobei ¥ € [0, 7] und ¢ € [0, 27].
2 cos(V

(a) Man bestimme die Gaufische Kriimmung Kgaus an jedem Punkt von S.
(b) An welchen Stellen wird Kga,g maximal? An welchen Stellen wird Kgaus minimal?
Lésung.

(a) Aus Hausaufgabe 8 wissen wir

—sin(9) sin(yp)
(I)cp = sin(19) cos(p) , (1)19 =
0

— sin(¥) cos(¢)
(I)WP = —sin(9)sin(p) | | (D<p19 =
0

cos(9) cos(
cos (1) sin(

( -2 sm(ﬂ

— cos(ﬂ sin(¢p) — sin(1¥) cos(p)
cos( cos(cp , (1)1919 = — sin(¥¥) sin(p) ,

—2cos(9)
und
E=sin(W)? , F=0 , G=4-3cos(¥).
Wir haben
—2 cos(p) sin(¥9)?
(I)go X ®y = | —2sin(p)sin(v)?
— sin(9) cos(V)
Ferner haben wir
1 1

EG — F2  sin(0)2(4 — 3 cos(V)?)
und

— sin(J) cos(p) —2 cos(¢p) sin(99)?
A U i L vty
= 2sin(V)? cos(p)? + 2sin(¥)? sin(p)?
= 2sin()? - (cos(p)? + sin(p)?)
= 2sin(v)?

— cos(¥) sin(p) —2cos(¢p) sin(19)2
<<I>sm9 | o, x <I>19> = 005(19)0608(90) ’ ffz;rlléqf)):;r;gg;
= 2cos(?)) sin(¢) cos(ip) sin(¥)? — 2 cos(1) cos(p) sin(p) sin ()

=0
—sin(19) cos(p) —2cos(¢p) sin(19)2
<(I)1919|® X (I)ﬁ> = — sin(¥) sin(y) ’ —2sin(yp) sin(99)?
v —2cos(¥) — sin(¥) cos(¥)
= 25in(19)? cos(p)? + 2sin(0)? sin(p)? + 2 cos(¥9)? sin (V)
= 2sin(v)? - (cos(p)? + sin(p)?) + 2 cos(d9)? sin(¥))
= 2sin(?) - (sin(¥)? + cos(¥9)?)
= 2sin(?) .



Also ist

hll - EG EG—F2 <(I>WJ|(D X ¢’19> in(19)2(4—3 cos(9)?2) QSln(ﬁ) - (4—3scos(19)2)
1
hiz = EG EG-F? <q>w9|¢’ X %> sin(9)2 (4—3 cos(19)?) 0=0
_ 1 : _ 2
ha = garpr (Poo| @ X By) = Sin(9)2(4—3 cos(9)2) - 2sin(V) = sin(9)(4—3 cos(9)2)

Insgesamt ist also

o P2 2 sin (1) 2 o 4
Kaaus = hithoz — hip = (4—3cos(9)?) sin(9)(4—3cos(9)2)  (4—3cos(9)2)?

Wir suchen die globalen Extremstellen von Kgaug -

Fiir 9 = Z ist cos(¢)? = 0 minimal und also Kgaug = m = 1 minimal.

Dieses Minimum wird an den Stellen (g) mit ¢ € [0,27] angenommen, d.h. an den
cos(¢p)
Punkten der Form (sin(so)> auf S.
0

Fiir ¥ = 0 und fiir ¥ = 7 ist cos(?)? = 1 maximal und also Kgaug = = 4 maximal.

__ 4
(4—31)2
Dieses Maximum wird an den Stellen (8) und (2) angenommen, d.h. an den Punkten
0
(0) und ( ) auf S.
2 -2
Eine Grafik mit dem Ellipsoid S, den Punkten
(§) (dunkelblau) und (_§) (hellblau)
mit maximaler Gaukriimmung von S und den Punkten
cos(¢)
(Sin(tp)) (rot)
0

mit minimaler Gaufikriimmung von S, wobei ¢ € [0, 27].

=1
-05 & -1
0 ns : 0.5

x_2
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