Kiinzer, Truong Wintersemester 2022/23
Differentialgeometrie fiir Geodéiten
Losung 7

Hausaufgabe 13 cos()
Es parametrisiert ®(p, 1) = (cos(w)(2+sin(<p))) mit @, ¥ € [0,27] einen Torus 7.
Vel. Hausaufgaben 5, 9, 11, ()@ tsin(2)

Sei ¢y € [0,27]. Sei c(¥) := () fiir ¢ € [0, 27].
Wir betrachten die Kurve K, die durch C'(¢) := ®(c(¢)) parametrisiert wird.
(a) Man skizziere T und darauf die Kurve K.

(b) Man bestimme im Punkt ®(c(0)) die Kriimmung x von K durch eine geometrische Uber-
legung.

(c) Man bestimme im Punkt ®(c(0)) den Wert von cos(v) fiir den Winkel v zwischen dem
Normalenvektor n von K und dem Vektor n = @, x @, senkrecht auf 7' durch eine
geometrische Uberlegung.

(d) Man bestimme im Punkt ®(c(0)) den Wert von & - cos(v) unter Verwendung von F, F
G, L, M, N.

Man vergleiche mit (b) und (c).

Lésung.

(a) Eine Grafik mit dem Torus 7', einer Kurve K; mit ¢y = 0 (rot) und einer Kurve K in
Abhéngigkeit von ¢q (blau).




cos(po) cos(po) 0
(b) Esist ®(c(v))) = ®(po, ) = <cos(¢)(2+sin(900))) = ( 0 ) + (2 + sin(ypp)) (cos(w)).

sin(1))(24+sin(¢o)) 0 sin(v))
Also ist die Kurve K ein Kreis mit Radius p = 2 4 sin(¢py) .

Also ist die Kriimmung in jedem Punkt auf K, und insbesondere im Punkt ®(¢(0)),

gegeben durch
1 1

K=—=——".
p - 2+sin(po)
(¢) Zunéchst haben wir an der Stelle ¢(0) = () den Vektor
— sin(po) 0 cos(i20) (2-sin (o))
n = CI)SD(CIO()?O) X @w(@o,O) = (cos(apo) ) X ( 0 ) = (sin(goo)(QJrsin(goo))) .
0 2+-sin(¢po) 0

Wir wollen kldren, ob n, angesetzt am Punkt ®(c(0)) € T', nach innen oder nach aulen
zeigt.

0 cos(po)
Als Vektor vom Punkt (COS(O)-2) auf dem Inkreis zum Punkt ®(c(0)) = (COS(O)(2+sin(soo)))
sin(0)-2 sin(0)(2+sin(yo))
auf dem Torus erhalten wir den Vektor
cos(po) 0 cos(¢o) 1
(2+Sl(r]l((po)) — <(2)) = (Slngpo)) = 2+sl—n(<m]) n
Angesetzt am Punkt ®(c(0)) auf dem Torus zeigt der Vektor n nach auflen, da m > 0.

Wir betrachten eine Skizze des Querschnitts des Torus 7" aus der obigen Grafik in (a).
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Die Winkel a und v bilden einen gestreckten Winkel. Also ist
T=o+UV.
Die Summe der Innenwinkel eines Dreiecks betréigt 7. Also ist

m
7T:<,00—|—§—|—a.



Daraus folgt

T T
uz7r—04=7r—<7T—s00—§)2900+—~

Es wird
cos(v) = cos(po + §) = cos(po) cos(5) — sin(yg) sin(F) = — sin(py) -

Aus Hausaufgabe 11.(a) wissen wir

E=1 , F=0 , G=(2+sin(p))?

und
hi = E(;l_pz < ww‘q) X (I)¢> = 2+Sl—n()
h12:ﬁ< @w‘q) X¢¢>_O
hoo = s5-7= %w@ x @) = —sin(p).
Wir haben

An der Stelle ¢(0) = () ist also

EFY _ (1 0
F G) = | 0 (2+sin(po))?

-1
L MY _ hi1hi2 | _ . Srsin(an) 0 _ (-1 0
(M N) = VEG-F*? (hm h22> = (2+sin(yo)) <2+SO(‘P°) ) = < 0 —sin(o)(2+sin(yo))

— sin(i0)

~—

und somit
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) = (o1) ((1)(2+sir?(ap0))2> (1) = (2+sin(p))”

)¢ = (01) (' ngpraniany ) (1) = —sin(0)(2 + sin(i0))

Also haben wir dort

_dT(iN) ¢ —sin(po)(2 + sin(po) _ —sin(p)
k- cos(v) = —— 5 = 5+ o 5 = o . -
c (FG) (2 + sin(eo)) + sin(¢o)
Teilt man diese Gleichung auf beiden Seiten durch x ®) m , S0 ergibt sich
cos(v) = —sin(ypy),

was wir bereits in (c) gezeigt haben.



Hausaufgabe 14

Es parametrisiert ®(p, 1) :=
Vgl. Hausaufgaben 8, 12.
Sei ¢(p) = (;74) fir ¢ € [0, 27].

Wir betrachten die Kurve K, die durch C(p) := ®(c(yp)) parametrisiert wird.

sin(¥) cos(¢)
( 2 cos(¥)

sin(v) sin(cp)) ein Ellipsoid S, wobei 9 € [0, 7] und ¢ € [0, 27].

(a) Man skizziere S und darauf die Kurve K.

(b) Man bestimme im Punkt ®(c(0)) die Kriimmung # von K durch eine geometrische Uber-
legung.

(c) Wir betrachten im Punkt ®(c(0)) den Winkel v zwischen dem Normalenvektor n von K
und dem Vektor n = @, x ®y senkrecht auf 5.

Man bestimme im Punkt ®(¢(0)) den Wert von & - cos(v) unter Verwendung von E, F
G, L M,N.

Man bestimme in diesem Punkt nun cos(v) unter Verwendung von (b).

Lésung.

(a) Wir haben
C( ) sin((7r§4))cos((tp)) 1 cos((gp)) 0 L cos((gp))
= in(7/4) sin = — in = 0 + == in .
v i 2<:os(7rs/4)g0 V2 ’ 2¢ V2 v2 ; Ow

Also ist die Kurve K der Kreis auf dem Ellipsoid in der Hoéhe v/2, mit Radius \/iﬁ
Eine Grafik des Ellipsoids S und der Kurve K (blau).




(b) Die Kurve K ist ein Kreis mit Radius p = -

7 -
Also ist die Kriimmung in jedem Punkt auf K, und insbesondere im Punkt ®(c(0)),
gegeben durch

1
K=—-=12.
p
(c) Aus Hausaufgabe 12.(a) wissen wir

E=sin(¥)? , F=0 , G=4-3cos(p)’
und
2 sin(v¥
hit = g (Ppe| Py X By) = 473602(1)9)2
hiz = ggtg (Pps| Py X By) =0
haz = gt (Pas| By X Pg) =
Wir haben

2
sin(1¥)(4—3 cos(¥)?) *

An der Stelle ¢(0) = (7&1) ist also

EF sin(/4)2 0 50
(FG) = < (O/) 4*3COS(7T/4)2> - (6%)

(AL/[%) :\/W(hnhu

hio h22) = \/Sin(ﬂ/4)2(473cos(ﬂ-/4)2)

4—3 cos(mw/4)? (2)
0 sin(7/4)(4—3 cos(m/4)2)
2v2
5 — 0 10
:7< g M) :\/g(oz> g
5

und somit

Also haben wir

N —
T (113: g ) ¢
Schlieflich ist nun
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