Kiinzer, Truong Wintersemester 2022/23

Differentialgeometrie fiir Geoddten

Losung 8

Hausaufgabe 15

cos()
Es parametrisiert (I)((p’q/}) = (cos(l/))(2+sin(<p))) mit @, ”(/J - [—7'[‘, 71'] einen Torus 7.

sin(i) (2-+sin())
Vgl. Hausaufgaben 5, 9, 11, 13.

(a) Man bestimme fiir jeden Punkt von 7" die Hauptkriimmungen und Hauptkriimmungsvek-
toren.

(b) Wo liegen die Punkte auf 7" mit Hauptkriimmungen von verschiedenem Vorzeichen? Wel-
ches Vorzeichen hat dort die Gaufische Kriimmung?

(¢) Wir betrachten die Stelle (£) = (%2).

Man parametrisiere Kurven auf 7', welche durch ®(7,0) laufen und welche die Haupt-
kriitmmungen bis auf Vorzeichen an dieser Stelle als Kriimmungen haben.

Man skizziere T" mit beiden Kurven darin.

Man berechne deren Kriimmung an dieser Stelle direkt und vergleiche.
Lésung.

(a) Aus Hausaufgabe 13(d) wissen wir

(gg) = <(1)(2+Sig(<p))2>
—1 0
(]\l//[ ]\]\/f[> = < 0 fsin(<,0)(2+sin(go))> :

Also ist die Weingarten-Matrix an der Stelle (i) gegeben durch

EF\-1 /L M 1 0 -1 0 -1 0
W= (re) (Mn)= <o<2+sin<<p>>-2> ( 0 —sin(so><2+sin(w>>> = (0 721235:‘22,,)) :

Die Matrix W hat die Eigenwerte \; = —1 und Ay = — 2?215:20) und zuhoérige Eigenvektoren
v = ((1)) und vy = (?) .
Also hat jeder Punkt (2‘;) auf T' die Hauptkriimmungen \; = —1 und Ay = _2Jsrisni—(ri?20) und

Hauptkriimmungsvektoren v, = (é) und vy = ((1]) .

(b) Zu finden sind die Stellen auf 7" mit A A, 2 0.
Wir haben

' : !
Ao = —1- ( sin(p) ) _ i) 2o

- 2+-sin(¢p) 2+sin(p)

Also

! !

sin(p) <0 = e (-m0).



Somit sind () mit ¢ € (—,0) die gesuchten Stellen.
Fiir die GauBsche Kriimmung gilt: Kgaug = A A2 . Also ist Kgaug < 0 an jeder Stelle (2‘;)
mit ¢ € (—,0).

Zum Vergleich: Aus Hausaufgabe 11 kennen wir die Gaufsche Kriimmung bei (i):

_ sin(y)
Kcaus = 5an(g -

Dies bestétigt nochmals den Zusammenhang von Gauflscher Kriimmung und Haupt-
kriimmungen.

0
Sei Py :=®(%,0) = (3)

Wir verwenden Kurven wie in der Definition der Weingarten-Matrix in §3.2.2 beschrieben,
sogenannte Normalschnitte. Wahlt man fiir einen solchen Normalschnitt eine Parametri-
sierung ¢ : I — D, fiir welche ¢’ an der betrachteten Stelle eine Hauptkriimmungsrichtung
ist, dann hat die resultierende Kurve, die von ®oc parametrisiert wird, dort die zugehorige
Hauptkriimmung als Kriimmung.

Diese Normalschnitte sind gerade die Kreise auf 7', die man durch Konstanthalten von
resp. von ¢ erhélt:

Sei cqy(y) = (ﬁ) mit ¢ € [—m, 7| eine Parametrisierung.

Wir zeigen, dass c’(l) ein Hauptkrimmungsvektor bei ¢ =

Wir haben
1
C/(1) = <0> = .

Also ist c’(l) ein Hauptkriimmungsvektor bei ¢ = 7.
Sei K(y die Kurve auf T', die durch

s

5 18t.

0

cos()
Cuy(@) =@ (ca () = <2+Sin<w>)

parametrisiert wird.
Wir zeigen, dass K1) ein Normalschnitt von T in Py ist.

An der Stelle p = 7 wird

0
Cu (5) = (3) =h.
Also verlduft K(;y durch den Punkt F .

Wir betrachten die x{-z5-Ebene E; := { (2) DXy = 0} .

3

0 =(3)=(0)-10)-

Die Ebene E(;) enthdlt den Punkt Py = (%) und die Gerade

{P0+rn:reR}:{(3J§3r> :reR}.

Wir haben
n:=,(2,0) x oy (

2

ol



Ferner enthélt F(;y die Kurve K(;y. Also ist insbesondere Ky € TN E(y) .
Somit ist K1) ein Normalschnitt von T"in Fj .

Mit diesen beiden Eigenschaften gilt dann

A =k -cos(v) .
——
+1

Also stimmt fiir die Hauptkriitmmung A; bis auf Vorzeichen mit der Kriimmung s an der
betrachteten Stelle iiberein.

Wir verifizieren dieses Ergebnis an der Stelle <7r(/)2) mit einer direkten Rechnung.

Die Kurve Ky ist ein Kreis mit Radius p = 1.

An der Stelle (”(42> ist die Kriimmung also gegeben durch

k===1.

1
p
Die Hauptkriimmung zum Hauptkriimmungsvektor (é) ist gegeben durch
A =—1.
Dies zeigt, dass x und A; bis auf Vorzeichen iibereinstimmen.
Sei c(o) () = <i> mit ¢ € [—7, 7| eine Parametrisierung.
Wir zeigen, dass c’(2) ein Hauptkrimmungsvektor bei 1) = 0 ist.
Wir haben
Clay = (?) = vy.
Also ist c’(g) ein Hauptkriimmungsvektor bei ¢ = 0.
Sei K(g) die Kurve auf T', die durch
0
K =2 (ce(¥)) = (ﬁ%)

parametrisiert wird.
Wir zeigen, dass K2y ein Normalschnitt von T in Py ist.

An der Stelle ¢ = 0 wird

Also verlduft K9 durch den Punkt Fj .

Wir betrachten die xs-r3-Ebene Ey) := { (i;) A= O} .

3

Wir haben wieder

o (3.0 5.0 = (3) < ()= ().



Die Ebene E(3) enthélt den Punkt ) = (g> und die Gerade

0

{P0+rn:7’€]R}:{(3J§3r> :reR}.

Ferner enthilt F;) die Kurve Koy . Also ist insbesondere Ky C T N Efy .
Somit ist K9y ein Normalschnitt von T"in F .

Mit diesen beiden Eigenschaften gilt dann

Ay =K -cos(v) .
——
+1

Also stimmt die Hauptkriimmung As bis auf Vorzeichen mit der Kriimmung x an der
betrachteten Stelle iiberein.

Wir verifizieren dieses Ergebnis an der Stelle (%2) mit einer direkten Rechnung.

Die Kurve Ky ist ein Kreis mit Radius p = 3.

An der Stelle (”(42> ist die Kriilmmung also gegeben durch

K =

W=

1
P
Die Hauptkriimmung zum Hauptkriimmungsvektor ( ‘1)) ist gegeben durch

_ _ _sin(w/2)
Ay = T 2%¥sin(n/2)

1
3 -

Dies zeigt, dass k und Ay bis auf Vorzeichen iibereinstimmen.

Eine Grafik mit dem Torus 7" und der 1-z,-Ebene E(;y (blau).




Eine Grafik mit dem Torus 7" und der zs-x3-Ebene Ey) (rot).




Hausaufgabe 16

Es parametrisiert ®(u,v) = ( 2? 2) fiir (;Lj) € D := R? ein hyperbolisches Paraboloid P.
Vgl. Hausaufgaben 7, 10.

(a) Man bestimme an der Stelle (}) = (8) die Hauptkriimmungen.

Man parametrisiere Kurven auf P, welche durch ®(0,0) laufen und welche die Haupt-
kriitmmungen bis auf Vorzeichen an dieser Stelle als Kriimmungen haben.

Man skizziere P mit beiden Kurven darin.

Man berechne deren Kriimmung an dieser Stelle direkt und vergleiche.

(b) Man bestimme an der Stelle (Zj) = (%) die Hauptkriimmungen und zugehérige Haupt-
kriimmungsvektoren.

Lésung.
Aus Hausaufgabe 7 wissen wir

® o), @ 1
= 0 = 1
0 0 0
q)uu - (2)> s (I)fuv - 8 (va - _g) )
(E F) _ o 1+4u? —duv
FG) — —duv 14402
und
(E F)—l [ 144u? —duw -1 _ 1 14402 duv
FG - —4uv 14402 T 4(ur+v?)+1 duv 14+4u? ) -

Wir berechnen L, M und N an der Stelle (ﬁ)

Wir haben B
O, x b, — ( QJ‘)
1
und
EG — F? = 4(u* +v*) + 1
Also ist
2
hiy = EG EG-FZ <q)W|<I> x @ > (w2 +v?)+1
hia = EG EG-F? <q)uv|q) x @ >_ 0
2
has = EG EG—F2 <q)vv|q) x @ > = T 2w o)1’
und somit
L M h11 h1 1 0
(6%) = veor (1102) = e (0-1)

(a) An der Stelle (%) = () haben wir

EHT = (1) wd ()= (29).



Also ist die Weingarten-Matrix gegeben durch
-1 10\ (2 0 2 0
W= (gg) (J\L/\J\?) = <01> (072) = (0,2> :
Die Matrix W hat die Eigenwerte \; = 2 und Ay = —2 und zugehérige Eigenvektoren
v = (é) und vy = ((1]) .

Also hat der Punkt auf P an der Stelle (Z) die Hauptkriimmungen A\; = 2 und Ay = —2
und Hauptkriimmungsvektoren v; = (é) und vy = ((1)) :

Sei Py :_@(0,0)_<§).

Wir verwenden Kurven wie in der Definition der Weingarten-Matrix in §3.2.2 beschrieben,
sogenannte Normalschnitte. Wahlt man fiir einen solchen Normalschnitt eine Parametri-
sierung ¢ : I — D, fiir welche ¢’ an der betrachteten Stelle eine Hauptkriimmungsrichtung
ist, dann hat die resultierende Kurve, die von ®oc parametrisiert wird, dort die zugehdrige
Hauptkriimmung als Kriimmung,.

Sei c1y(u) = (g) mit u € R eine Parametrisierung.

Wir zeigen, dass c’(l) ein Hauptkrimmungsvektor bei u = 0 ist.
Wir haben
1
) = <0> =.

Also ist 021) ein Hauptkriimmungsvektor bei u = 0.
Sei K(yy die Kurve auf P, die durch

Cy(u) = @ (er)(u)) = (é)

parametrisiert wird.

Wir zeigen, dass K1) ein Normalschnitt von P in Py ist.

An der Stelle v = 0 wird o

Also verlduft K(;y durch den Punkt F .

Wir betrachten die x-x3-Ebene E() := { (i;) DXy = } .

Wir haben ) ) o 0
n:=®,(0,0) xd,(0,0) = <8> X ((1)> = <E1>> .

Die Ebene E(j) enthélt den Punkt ) = (%) und die Gerade

{P0+rn:r€R}:{(§> :reR}.

Ferner enthilt F(;y die Kurve K(;y. Also ist insbesondere Ky € PN E) .

Somit ist K(;) ein Normalschnitt von P in Fy .



Mit diesen beiden Eigenschaften gilt dann

A =K -cos(v) .
——
+1

Also stimmt die Hauptkriimmung A\; bis auf Vorzeichen mit der Kriimmung x an der
betrachteten Stelle iiberein.

Wir verifizieren dieses Ergebnis an der Stelle (8) mit einer direkten Rechnung.

Die Kurve K(;y wird parametrisiert durch

Wir haben

Ferner haben wir

0

1Cly(w)] = V1 +4u?, Cfy(u) x Cfy(u) = (—g) und  |Cfy(u) x Cfy(u)| = 2.

Also ist die Kriimmung an der Stelle (8) gegeben durch

1
=1 | " N Y
k= |Cél>(0)|3|q1)(0) x Cy(0)] (Vitd 02 2=2

Die Hauptkriimmung zum Hauptkriimmungsvektor ((1)) ist gegeben durch
A =2.

Dies zeigt, dass k und A iibereinstimmen. Das Vorzeichen ist hier zuféllig dasselbe.
Sei c(o)(v) := <2> mit v € R eine Parametrisierung,.

Wir zeigen, dass c’(2) ein Hauptkrimmungsvektor bei v = 0 ist.
Wir haben
0
c’(z) = <1> = vy.

Also ist c’(2) ein Hauptkriimmungsvektor bei v = 0.

Sei K () die Kurve auf P, die durch

Cip(v) == (e)(v)) = ( 22)

parametrisiert wird.

Wir zeigen, dass K2y ein Normalschnitt von P in Py ist.

An der Stelle v = 0 wird .
0(2) (0) = (8) = Po-

Also verlduft Ky durch den Punkt P .



Wir betrachten die zp-z3-Ebene o) := { (ﬁ;) Tx = O} i

3

Wir haben wieder

n=a,(0,0) x ®,(0,0) = (é) x (g) — @) .

Die Ebene E(y) enthélt den Punkt ) = (§> und die Gerade

{P0+rn:r€R}:{(§> :reR}.

Ferner enthilt F() die Kurve K. Also ist insbesondere Ko € PN K.
Somit ist K(2) ein Normalschnitt von P in Fy .

Mit diesen beiden Eigenschaften gilt dann

Ao = K- cos(v) .
——
+1

Also stimmt die Hauptkriimmung A, bis auf Vorzeichen mit der Kriimmung s an der
betrachteten Stelle {iberein.

Wir verifizieren dieses Ergebnis an der Stelle (8) mit einer direkten Rechnung.

Die Kurve K(3) wird parametrisiert durch

Ciy(v) = (_%2) :

Wir haben

Ferner haben wir

-2

|Cloy(v)] = V1+4v2, Cly(v) x Cly)(v) = ( 8) und  [Cly)(u) x Oy (u)] = 2.

Also ist die Kriimmung an der Stelle (8) gegeben durch

1

1 v 1" e S
"= iegar|Ce0) x Co Ol = ey 2= 2

Die Hauptkriimmung zum Hauptkriimmungsvektor (?) ist gegeben durch
Ao = —2.

Dies zeigt, dass k und Ay bis auf Vorzeichen iibereinstimmen.



Eine Grafik des hyperbolischen Paraboloids P mit der x;-z3-Ebene E(y) (blau)
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Eine Grafik des hyperbolischen Paraboloids P mit der zy-x3-Ebene E(s) (rot)
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Eine Grafik des hyperbolischen Paraboloids P mit den Kurven Ky (blau) und K9 (rot).

(b) An der Stelle () = (i) haben wir

EFy\~1 58 LM 10
(FG) = 2_11 (8 17) und (M N) = % <0_1) .
Also ist die Weingarten-Matrix gegeben durch

EFR~—L LM 58 10 5 -8 50 —8a
W:(FG) <MN>:2_11<817)'%(0—1):Qli\/ﬁ(8—l7):(8a—17a)

: )
mit o := TR

Wir berechnen die Hauptkrimmungen an der Stelle (f)

S5a —8a
8a —17a
und dann mit a multiplizieren. Die Eigenvektoren sind bei beiden Matrizen dieselben. Von

diesem Trick werden wir im folgenden aber keinen Gebrauch machen.

Man kann anstelle der Eigenwerte von ( ) auch die Eigenwerte von (: __13) berechnen

Wir haben

8a —17a—X\

= — (85a” 4+ baX — 17aX — X%) + 64a” = A + 120\ — 21a”.

det (W — AEy) = det(m_A ~sa ) = —(5a — \)(1Ta + A) + 64a?

Dieses Polynom hat die Nullstellen

Moo= (-rvET)a = 20
2(V/57+6
)\2 = (—6—\/5)01 = —(21—\/2—1)

Also hat die Matrix W die Eigenwerte A\; und Ay, und die Hauptkriimmungen an der
Stelle (%) sind A\ und As.



Wir berechnen zugehorige Hauptkriimmungsvektoren fiir die Hauptkrimmungen A\ und As .

Wir berechnen einen Eigenvektor v; zum Eigenwert A\; = (—6 + v/57)a. Das lineare
Gleichungssystem

0\ (50— (—6+V57)a —8a [ (11=/BT)a —8a
o) — 8ax —17a—(=6+v5T)a ) V1 = 8ax (—11-v57)a ) V1

hat eine Koeffizientenmatrix von Rang 1, weswegen man nur die erste Zeile beriicksich-

tigen mufl, um auf den Losungsvektor v; = (1178 \/57) zu kommen. Es ist v; also ein
Hauptkriimmungsvektor zur Hauptkriimmung \; .
Wir berechnen einen Eigenvektor vs zum Eigenwert Ay = (—6 — v/57)a. Das lineare
Gleichungssystem

0\ _ [5a—(—6—vbB7)« —8a {11457 —8a

o) — 8a —17a—(—6—57)a b2 = 8o (—114+/57)a V2

hat eine Koeffizientenmatrix von Rang 1, weswegen man nur die erste Zeile beriicksich-
. . 8 . .
tigen mufl, um auf den Losungsvektor vy = (11 n h57) zu kommen. Es ist vy also ein

Hauptkriimmungsvektor zur Hauptkriimmung s .

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/index_diffgeo.html
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