Kiinzer, Truong Wintersemester 2022/23

Differentialgeometrie fiir Geodéten

Losung 9

cos()
Es parametrisiert (I)((p’q/}) = (cos(l/))(2+sin(<p))) mit ©, 'l/f - [O, 277'] einen Torus 7.
sin(+) (2+sin(y))

Vgl. Hausaufgaben 5, 9, 11, 13, 15.

Hausaufgabe 17
Man verifiziere das Theorema egregium fiir die Gaufische Kriimmung des Torus 7', wie oben
parametrisiert.

Lésung.
Aus Hausaufgabe 5(c) ist bekannt

E=1, F=0 und G =(2+sin(p))*.

Wir haben
E, B,
F, = 0 F, =
G, = 2(2+sin(p))cos(¢) Gy = 0
und
Foy = 0

Gyp = 2(cos(p)? —sin(p)? — 2sin(p)) .
Wir berechnen
Foy—3Geo—5Byy 3B, Fo—3Ey — cos(ip)?+sin(p)2+2sin(p) 0 0
det wa%Ggp E F = det ( —(2+sin(y)) cos(p) 1 0 )
ig, F 0 0 (2+sin(p))?

= (— cos(p)2+sin(p)?42 sin(cp)) -1 (2+sin(yp))?

= (— cos(p)2+sin(p)2+2sin(p)) - (2-+sin(i))2

0 %Ew %GW 0 0 (2+sin(p)) cos(p)
det| {8, E F :det( 0 1 0 )
e, r G (2+sin(@)cos(p) 0 (2+sin(p))?

0 1
= (=1)1+3- (2+sin(¢)) cos(y) - det ((2+sin(<p))cos(<p) 0)

und

= (2+sin(p)) cos(¢) - (—(2+sin(p)) cos())

= —cos(p)? - (2+sin(p))? .



Also haben wir

1
. Fop—2Goo—3Eyy 3By Fo—3Ey 0 $Ey
J— 1
Kgaus = FG-F7)2 det Fy—1G, E F —det| iE4, E

1Gy F G iG, F

= Grmy (- oos(e)4sin()?+25in(9)) - (24sin(e))? +cos()? - (2-sin(¢)?)

= m : (f cos(p)2+sin(p)2+2sin(p) + cos(<p)2)

= m * sin(p) - (2+sin(p))

_ _sin(p)
2+-sin(p) *

Dieses Ergebnis stimmt mit dem aus Hausaufgabe 11(a) iiberein.



Hausaufgabe 18
Man verifiziere GauB-Bonnet, Version 2, fiir den Torus 7', wie oben parametrisiert.

Lésung.
Da der Torus ein Loch besitzt, ist ¢ = 1. Also ist

(2-2g)-2r=(2—2-1)-27=0.
Aus Hausaufgabe 11(a) ist bekannt

cos (i) (2+sin(¢p))
D, X Dy = | cos(¥)sin(p)(2+sin(p))
sin(1) sin(ip) (2-+sin(y))

Also ist

(24 sin(p)) - /cos()? + cos(1))? sin()? + sin(¢)? sin(p)?
= (2 +sin(p)) - \/cos(p)? + sin(p)? (cos())? + sin(1))?)
= (2 +sin(y)) - /cos(p)? + sin(y)?

Aus Hausaufgabe 11(a) ist ferner bekannt

_ sin(p)
KGauﬁ - 2+sin¢2<p) .

Fiir das Oberflachenintegral haben wir daher

21 21
// KGauB dO = / / KGauB : |CI)¢ X (D¢| dgp(hb
T

27 2 SlIl '
/ / 2+Sm (2 + sin(i)) did

=§A Q[: sin(g) dpdy

= [T et av

0

:/O%Odzzz

=0.

(2—29)'27T:O://Kgauﬁd0.
T

Dies bestétigt Gau-Bonnet, Version 2, im vorliegenden Fall.

Damit wird

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/index_diffgeo.html
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