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Aufgabe 1 (24242 = 6 Punkte)

t
Sei C(t) = (tg) fir t € R.
Es parametrisiert C' die Kurve K := C(R).
Wir betrachten den Kurvenpunkt C(¢) fiir ein gegebenes ¢ € R.

(a) Man bestimme den Tangentenvektor v(t).
(b) Man bestimme die Kriimmung x(t).

(¢) Man bestimme die Torsion 7(t).
Lésung.

(a) Wir haben
1
C'(t) = (;t) und  [C'(t)] = V2 + 412 = V2 V1 + 222

o) 1 !
0~ e = 7aviTa (4)

Also ist

(b) Aus (a) wissen wir
1
C'(t) = (2115) und |C'(t)] = V2 V1 +2£2.
Ferner haben wir

C'(t) = (§> ) x C(t) = (g) und |C(1) x C"(1)] = V8 = 2V/2.

Also ist

—;. / " — 1 ) _ 2\—3/2
m(t)—w,(t)'g |C(t)><C(t)|_2\/§<l+2t2)3/2 22 = (1 +2t2)73/2.




(c) Aus (a,b) wissen wir

C'(t) = (i) und  C"(t) = (g) .

Ferner ist

und somit

det(C'(), C"(t), C"(t)) = det(
da die Matrix eine Nullspalte aufweist.
Also ist

1

N OEYeIn] 0=0.

5 - det(C'(1), €"(1), C"(1) = (1) xlo"(t)P




Aufgabe 2 (143424242 = 10 Punkte)

h cos(p)
Wir betrachten die Parametrisierung ®(p, h) := (hsin(w)) mit p € [0,27] und h € R .
h

(a) Man iiberpriife: Es parametrisiert ® den Kegel
Q = {(2) e®|a}+a3 =03, 23>0},

(b) Man bestimme E = E(p, h), F = F(p,h) und G = G(p, h) fir die Parametrisierung des
Kegels aus (a).

(c) Sei nun ¢(p) = (g) fir ¢ € [0, 27].
Man bestimme ®(c(p)).
Man iiberpriife: Es parametrisiert ®(c(p)), mit ¢ € [0, 27|, die Kurve

K = Qm{(ié) ER® |y =2} .
3
(d) Man skizziere () und darauf die Kurve K.
(e) Man berechne die Lénge von K unter Verwendung von E, F' und G.
Lésung.

(a) Wir haben
(h cos(go))2 + (h sin(gp))2 = h*(cos(p)® + sin(p)?) = h*

und
h>0.
Also liegt ®(p, h) auf Q.
hcos(p)
Fiir gegebenes h > 0 durchléuft ®(p, h) = (hsin(w)) fir ¢ € [0, 27] den gesamten Kreis
h

um <§> mit Radius h. Also liegt jeder Punkt auf ) im Bild von ®.

Insgesamt parametrisiert & den Kegel Q).

—hsin(p) cos(yp)
(I)<p = hcos(¢) und (I)h = | sin(yp) .

0 1

(b) Wir haben

Also ist
E = <<I>¢,’<I>SD> = ( - hsin(c,p))2 + (h (:os(c,p))2 = hQ(Sin(w)2 + cos(<p)2) -
F = <<I><p{®h> = —hsin(p)cos(p) + hcos(p)sin(p) = 0

G = (Oy|®p) = cos(p)?+sin(p)? +1 = 2.

h2



(c) Wir haben

2 cos(p) 0 cos(¢)
(I)(c(gp)) = <2sin(<p)) = (0> +2 (sin(g@)) .
2 2 0
Das ist eine Parametrisierung des Kreises K, denn es ist
i + ) = (2sin(p))? + (2cos(p))? = 4(sin(p)” + cos(p)?) = 4 = 2}

und
T3 = 2.

Ferner ist auch jeder Punkt von K von der Form ®(c(¢)), da ¢ € [0, 27] lduft.

(d) Eine Grafik des Kegels ) und der Kurve K (blau).

x 3

(e) Esist

mit ¢ € [0, 27].



Mit £, F und G aus (b) ist die Lange von K gegeben durch

21 27 2

/\/E-c’12+2F-c’lc’2+G-c’22dgpz/\/4-1+2~0+2-0dg0:/2d<,0:47r.
0 0 0




Aufgabe 3 (34242 = 7 Punkte)

cos()
Wir betrachten die Parametrisierung ®(p, h) := <sin(<p)) eines Zylinders 7,
wobei ¢ € [0,27] und h € R. 4

(a) Man bestimme (%5) in Abhiéingigkeit von ¢ und h. Man folgere: Es ist 't = (88) und
r = (39).

(b) Seia € R. Sei ¢ =c(yp) := < v ) fiir ¢ € [0, 27].

asin(p)

Wir betrachten die Kurve K, auf Z, die von ®(c(¢)) parametrisiert wird.

Man bestimme ¢ T (£ ¢) ¢ und T (5 &) .
(c) Fiir welches a ist die Kurve K, eine Geodéite auf Z 7

Lésung.

(a) Wir haben

—sin(yp) 0
CI)@ = < cos(yp) > und @, = <0) .
0 1

E = <CI>¢‘(I>¢> = (—sin(p))? + (cos(p))? + 0% = sin(p)? +cos(p)? = 1
F = (®,|®) = 0
G = (]0n) = 1.

Es ist

Da FE, F und G konstant sind, haben wir

E,=Ey=0, F,=F,=0 und G,=G),=0.

Da nun jedes Christoffelsymbol ka eine Linearkombination aus diesen partiellen Ablei-
tungen ist, folgern wir I'' = (§g) und I'> = (59) .

(b) Wir haben

mit ¢ € [0, 27).
Also ist
i =0
T2 =0
T(Fa)d = (1acos@) (07) (acomip) = 1+ a’cos(p)’
T (I%‘:g) = (1 acos(y)) ((1)(1)) (_aS?n(w)) = —a?-sin(ep) cos(y)



(c) Esist ferner
T(ra)d =0

RE) = 0.

Unter Verwendung von (a) und (b) lautet die Geodéten-Bedingung somit

(8) ; (fas[i)n(ap)) + (8) - W ' ((—a2 Sin(SD)COS(SD))‘f‘OJ"O) ' (acols(go))

= —asin(p) ((1)) + % (aCOIS(W)) :

Da die Vektoren ((1)) und (acols(go)) linear unabhéngig sind, ist diese Bedingung genau dann
erfiillt, wenn deren Koeffizienten verschwinden. Dazu sollte

a? sin(p) cos () ; 0.

, !
—a SlIl(QD) =0 und 14+a2 cos(p)?

sein fiir alle ¢ € [0, 27].
Dies ist genau dann der Fall, wenn a = 0 ist.
Also ist die Kurve K| eine Geodite auf Z. Und es ist K, keine Geodite auf 7, falls a # 0.




Aufgabe 4 (4+142 = 7 Punkte)

Es parametrisiert ®(u,v) := ( P 2) ein hyperbolisches Paraboloid P, wobei u, v € R.

u~—v

Sei ¢(t) :== (::g;) fir t € [—m, 7.

Wir betrachten die Kurve K auf P, die durch C(t) := ®(c(t)) parametrisiert wird.

(a) Man bestimme (%5) und (]\L/\]\?) in Abhéngigkeit von u, v € R.
(b) Man bestimme die Gauische Kriimmung Kgaus = Kgaus(u, v) von P fiir u, v € R.

(c) Wir betrachten das Verhalten der Kurve K auf P im Punkt ®(¢(0)).
Sei n = n(0) der Normalenvektor an die Kurve K im Punkt ®(c(0)).
Sei n := ®,(c(0)) x ®,(c(0)).
Sei v = v(0) der von n und n eingeschlossene Winkel.
Sei k = k(0) die Krimmung der Kurve K im Punkt ®(c(0)).

Man bestimme
K - cos(v)

unter Verwendung von K, F', G, L, M, N.
Lésung.

(a) Wir haben

Also ist
E=(9,]®,) =1+4u’
F=(9,]®,) = —4uv
G=(D,|P,) =1+ 40",
und somit

(E F') [ 14442 —4uwv
FG) — —duv 14402 .
Ferner haben wir

EG — F? = (1 +4u*)(1 + 40%) — 16u*0? = 4(u® +0?) + 1



und

Also ist

hll =
h12 =
h22 =

Somit haben wir

(Z\L4]\J\§) :m(211h12

12 ha2

(b) Wir haben
KGauB = h11h22

(c) Fir t € [—m, ] haben wir

Also ist

und

Dies zeigt

)

(Dyu| @y x ®,) =2
(D | Py X @) =0

(D |Pu x D) = —2.

w|Pu X Py) =
| P X Py) =
Dy | D, X Py) =

re e (@
1
EG- F2<

EG- F2<

= /4(u?24v2)+1 - 1

B2 (a) 2 (—2)

2

0

-2
4(u?4v2)+1

— 0% =

12 7 4402+l A(ulte?)

+1

—4

A




