Kiinzer, Huber, Barthwal, Winkle, Corso Wintersemester 2023/24

Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge

Losung 1

Hausaufgabe 1 Sei D :={ (g’j) eER?|0<2<2, y< o 22 <4y}

(a) Skizzieren Sie D.

(b) Stellen Sie D als Normalbereich beziiglich der z-Achse dar.
Berechnen Sie damit [, zy dz dy.

(c) Stellen Sie D als Normalbereich beziiglich der y-Achse dar.

Berechnen Sie damit [ prydzdy.

Lésung.

(a) Der Bereich D ist in der Grafik hervorgehoben.

(b) Umschreiben der Bedingungen ergibt D = { (7) € R? |0 < z < 2, % <y < x} fiir eine
Darstellung als Normalbereich beziiglich der z-Achse.



Damit wird das Integral berechnet:

(c) Sei

2./y fallsy e (0,1
) o | 2V 0.1
2 falls y € [1, 2]

Dann ist D = { () € R?|0 <y <2, y <z < h(y) } eine Darstellung als Normalbereich
beziiglich der y-Achse.

Es wird
2 rh(y)
// xydydx:/ / xydx dy
D 0 Y
1 205 2 2
:/ / azydxdy—l—/ / xy dx dy
0 Jy 1 Jy
1 1 T=2\/y 2 1 r=2
— / {ézpzy] dy + / {59:24 dy
0 =Yy 1 =y
1 1 2 1
= / 2y” — —ysdy+/ 2y — sy’ dy
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1 1 y4 2
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Hausaufgabe 2
Sei Ky :={(3) € R*|4a? 4+ y* =1,

0, y=>0}.
Sei Ky :={ () e R?*|4a® +4* = 2, 0

T <
(a) Skizzieren Sie K; und K, in ein Koordinatensystem.

(b) Sei R; der Drehkorper, der durch Rotation von K; um die z-Achse entsteht.
Berechnen Sie das Volumen V; von R; .

(c) Sei Ry der Drehkorper, der durch Rotation von K3 um die z-Achse entsteht.
Berechnen Sie das Volumen V5 von Rs .

(d) Sei R:= Ry~ R; die Schale, die aus Ry durch Herausnahme von R; entsteht.
Berechnen Sie das Volumen V' der Schale R.

Lésung.

(a) Skizze, in welcher K; der Graph der Funktion r; ist und K5 der Graph der Funktion rs .

(b) Die Kurve K; wird durch die Funktion
ri(z) = V1 — 4a?

beschrieben. Wir konnen fiir das Volumen V; von R; die Formel fiir das Volumen von
Drehkoérpern anwenden:

0 0 4 ,1° 11
V1=7T/ 7”1(56)2d3::7r/ 1—4:c2d:c:7r[x—§x3] 27(5——):

_1 _1
2 2



(c¢) Die Kurve Ky wird durch die Funktion
ro(z) = V2 — 4a?
beschrieben. Wir konnen fiir das Volumen V5, von R, die Formel fiir das Volumen von

Drehkorpern anwenden:

0

0 0 4
V2—7T/ TQ(x)2dx—7r/ 2—4x2dx—ﬂ{2x—§x3]
_ L 1

V2 V2
4 1 1. 2v2
= m( 2—§m):\/§ﬂ'(1—§):Tﬂ'.

S

(d) Das Volumen der Schale R := Ry \ R; ist die Differenz der einzelnen Volumina:

v:vz—vl:g(zﬂ—n
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Hausaufgabe 3
Sei D:={(5}) eR*|0<z <1, 2 <xy <y } CRY
Sei K die geschlossene Kurve, von der D berandet wird, positiv orientiert parametrisiert.

Sei g : R? — R?: (i;) — g(xq, x9) = < Ié)

—x¥

(a) Skizzieren Sie D.

(b) Berechnen Sie die Zirkulation Z(g, K) = [, g(x) e dz als Kurvenintegral.

(¢) Berechnen Sie [[,rot g(x)dz; dz, als Gebietsintegral.
)

(d) Vergleichen Sie die Resultate aus (b) und (c) und verifizieren Sie so in diesem Fall den
Satz von Green.

Lésung.
(a) Skizze von D:

)

To = 1
Ko T2 :x%

(b) Die Zirkulation wird durch Anwendung der Formel

4 bj
20.5) = [ gle)eda =3 [ a(cste)+ i at

berechnet.

Wir betrachten den in der Abbildung dargestellten Bereich D und die positiv orientierte
Kurve K, die ihn umschlieBt. Wir zerlegen die Kurve K wie in (a) skizziert in zwei
Teilkurven, K = K; U K, .



Die Teilkurve K; parametrisieren wir mittels:

Ci(t) = (té) fiir ¢ € [0, 1] Ci(t) = ()

Die Teilkurve K, parametrisieren wir mittels:
Cot) = (171) i € (0,1 Cy(t) = (71)

Fiir jede Teilkurve berechnen wir den Beitrag zur Zirkulation:

! ! 1 1 1 1 3
7, = (t“)- 1 dt:/t4—2t3dt: P == 2
' /o “)+(2) 0 5 2 |, 5 2 10
1 1
22:/ (f};ﬁi;)-(j) dt:/ 0dt =0
0 0

Daraus ergibt sich die Zirkulation Z(g, K) = Z; + Zy = —->.

// rot g(z) dzq dxs.
D

Wir wenden die Definition der Rotation an und erhalten

(¢) Nun berechnen wir

- 0o dg1 o
rot g(z) = e Doy —211 — 2.

Wir setzen ein und berechnen das Integral {iber D als Normalbereich beziiglich der x;-
Achse:

1 1 1 —
// rot g(z) dzy dzg = / / —2x1 — 2xodze day = / [—29013:2 — 13 dl’g]iz:x; dxy
D 0 Ja? 0 T

1 1
= / (=227 — 23) — (—22% — x])da; = / —327 + 227 + ] doy
0 0

1
11 3
} =—l+-+-=—-=

2 5 10

1 1
= {—x‘z’ + §x‘11 + gx?

0
(d) Es wird
3 (c
2, K) © -2 © // vot g(x) da: das |
10 5

was den Satz von Green im vorliegenden Fall bestétigt.
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