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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge

Losung 2

Hausaufgabe 4 Sei J := { (7!) € R*[2? + 23 <1, 25 > 0}.
Sei K die geschlossene Kurve, die J berandet. Sei K positiv orientiert parametrisiert.
Wir betrachten das Vektorfeld g : R? — R?: (“) — g(x1, x9) 1= <2I21jm22>.
LTIy
(a) Bestimmen Sie den Ausfluss A(g, K) als Kurvenintegral.
(b) Bestimmen Sie [[, divg(z) dz; dz, als Gebietsintegral.

(c) Vergleichen Sie die Resultate aus (a) und aus (b) und verifizieren Sie so in diesem Fall
den Satz von Gau$.

Lésung.

(a) Wir zerlegen die Kurve K in zwei Teilkurven K = K; U K>

Die Teilkurven K; und K, parametrisieren wir wie folgt:

. 0171(t) . COS(t) . 0271(t) . t
et - (C @) _ ( w) el G = (C (t)> _ <0> deln

T2

-1 l K, 1 11

Der Ausfluss wird wie folgt berechnet.

Alg, K) = /0 ﬂg(Cl(t))°(_Cé’552)> dt + /0 9(02<t>)‘<_0é552)> ar-

J/

=:A1 :ZAQ

2 cos(t +sm cos(t)
Al / ¢ <sin(t) ) dt

/ 2 cos(t)? + sin(t) cos(t) + sin(t) dt

Es wird

[e=]

1
/ 1+ cos(2t) + 5 sin(2t) + sin(t) dt

[e=]

[t + 5 sin(2t) — 1 cos(2t) — cos(t)]]
(T =0)+0+0+(1—(-1)) = 7+2.



Hierbei wurde cos(2t) = cos(t)? — sin(t)? = 2cos(t)? — 1 und sin(2t) = sin(t) cos(t) +
cos(t) sin(t) = 2sin(t) cos(t) verwandt.

Es wird L
A, = 2) o(9) at
o= (#)

Daraus ergibt sich fiir den Ausfluss A(g, K) = A1+ Ao =71+ 2 — % =7+

ol

(b) Die Divergenz von ¢ ist

. _Og1 | Og2
div(g) = B, + s 2 4 2x,.

Wir verwenden die Polarkoordinatentransformation x; = rcos(y), x2 = rsin(p), wobei
0<r<lund 0 < p <.

Dann ist
//div(g)dxldxg = //div(g)(r cos(¢), rsin(p))rdrde
’ <p:J7r r=1

= / / (2 4 2rsin(y))rdrde
=0 r=0
p=m 2 3 r=1

= / {7‘2 + il sin(gp)} dy
-0 3

r=0

p=m 9

= / 1+ —sin(p)de
=0 3

= (7‘(’ —_
4 (a)

au . 4
T+ 3= Ag, K) Cand //dlv(g)dxld.rg L + 3"
J

Die Ergebnisse aus (a) und (b) stimmen iiberein, wie der Satz von Gaufl (1.5.7) es vor-
hersagt.

o=

cos(y)

»=0

Wity Wi

(c) Wir haben
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Hausaufgabe 5 Sei D :={(j) e R?|1<a?+y* <4, <0}
(a) Verwenden Sie die Polarkoordinatentransformation 1.
Finden Sie B C { (},) € R?[r >0, ¢ € [0,2n] } mit (B) = D.
(b) Skizzieren Sie B im r-p-Koordinatensystem. Skizzieren Sie D im x-y-Koordinatensystem.

(c) Bestimmen Sie das Integral

// 1 4ed
— dx
D /4 — 2% —y? Y

mittels einer Substitution unter Verwendung von 1.

Lésung.

(a) Die Polarkoordinatentransformation ¢ : B — D ist gegeben durch

wobeiB::{<r> eER?:1<r<2; gécpg%”}.EsistdanndJ(B):D.
2

(b) Die Skizzen von B und D sind unten dargestellt.

vl




(c) Mit der Substitution aus (a) ldsst sich das Integral wie folgt berechnen.

3r/2 4

4 2
S S ://

//17\/4—x2—y2 Y 1 Ja2z VA =12

2 4
= T rdr

/1 Va4 —r?

0

u=d-r / 7 —2u"?du

du=—2rdr 3

0
:/ —2ru Y% du
3

3
:/ 2w~ 2 du
0

= [2m - 2ut/?)u]
=971 .2.31/2

:47T\/§.

rdedr
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Hausaufgabe 6
SeiB:={(y) eR?*|0<u<2 0<v<2}

Sei ¢ : R? 5 R?: () = ¢(u,v) = (4137). Sei D := ¢(B) C R~
(a) Skizzieren Sie ¢)(B) = D in der z-y-Ebene.
(b) Bestimmen Sie die Funktionaldeterminante |det Ji(u,v)|.

(c) Berechnen Sie [[,, x cos(z 4 y) dzdy.

Lésung.

(a) Esist ¢(0,0) = (5), 1(2,0) = (3), ¥(0,2) = (_1), ¥(2,2) = (_9).

Skizze von D:

(b) Es wird

u+2v)
u—20)

o8

| det Jy(u,v)| = ‘det( Wr?v))‘ = |det (1-3)| = |—4] = 4.

(u—2v)

go o

(
(

Q|

u



(c) Mit f(x,y) = zcos(x + y) erhalten wir

//Df(x,y)dxdy = //Bf(u—l—Qv,u—%)|detJ¢(u,U)]dudv
= /UQ /u2<u + 2v) cos(2u) - 4 dudv
v=0 u=0

_ / :; 4 <[(u+2v)%sin(2u)]zzg _ / " L) du) dv

=0

- /v= 4((1+v)sin(4) — [—1 cos(2u)]i=3) dv

=0

— /UZ 4 ((1+v)sin(4) 4 § cos(4) — 1) dv

= [(4v + 20*) sin(4) + v cos(4) — v]'=2
= 16sin(4) +2cos(4) — 2.
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