
Künzer, Huber, Barthwal, Winkle, Corso Wintersemester 2023/24

Höhere Mathematik 3 für Ingenieurstudiengänge

Lösung 3

Hausaufgabe 7 Sei

S :=

{(
x
y
z

)
∈ R3

∣∣∣∣ z =
1√
2

cosh(x+ y), −1 6 x 6 1, −2 6 y 6 2

}
⊆ R3 .

(a) Geben Sie eine Teilmenge J ⊆ R2 und eine Abbildung Φ : J → R3 an mit Φ(J) = S.

(b) Berechnen Sie den Flächeninhalt F(S).

Lösung.

(a) Sei J := {
(
x
y

)
∈ R2 |x ∈ [−1, 1], y ∈ [−2, 2] }. Sei

Φ : J → R3 :
(
x
y

)
7→ Φ(x, y) =

(
x
y

1√
2
cosh(x+y)

)
.

Dann ist

Φ(J) = {
(

x
y

1√
2
cosh(x+y)

)
|x ∈ [−1, 1], y ∈ [−2, 2] } = S .

(b) Es ist

Φx(x, y) =

(
1
0

1√
2
sinh(x+y)

)
und Φy(x, y) =

(
0
1

1√
2
sinh(x+y)

)
.

Es wird

Φx(x, y)× Φy(x, y) =

(
1
0

1√
2
sinh(x+y)

)
×
(

0
1

1√
2
sinh(x+y)

)
=

(− 1√
2
sinh(x+y)

− 1√
2
sinh(x+y)

1

)
.

Also wird

|Φx(x, y)× Φy(x, y)| =
√

(− 1√
2

sinh(x+ y))2 + (− 1√
2

sinh(x+ y))2 + 12

=
√

sinh(x+ y)2 + 1 = cosh(x+ y) .

Somit wird

F(S) =
∫∫

J
|Φx(x, y)× Φy(x, y)| dx dy

=
∫ 1

−1

∫ 2

−2 cosh(x+ y) dy dx

=
∫ 1

−1[sinh(x+ y)]y=2
y=−2 dx

=
∫ 1

−1 sinh(x+ 2)− sinh(x− 2) dx

= [cosh(x+ 2)− cosh(x− 2)]x=1
x=−1

= (cosh(3)− cosh(−1))− (cosh(1)− cosh(−3))

= 2(cosh(3)− cosh(1)) .
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Hausaufgabe 8 Sei J := {
(
u
v

)
∈ R2 | 0 6 u 6 1, 0 6 v 6 π

4
}.

Sei Φ : R2 → R3 :
(
u
v

)
7→ Φ(u, v) =

(
cos(v)

e2u

sin(v)

)
.

(a) Bestimmen Sie Φu(u, v), Φv(u, v) und Φu(u, v)× Φv(u, v).

(b) Sei S := Φ(J). Sei h : R3 → R :
(
x
y
z

)
7→ h(x, y, z) = y(x2 + z2).

Berechnen Sie ∫∫
S

h dO.

Lösung.

(a) Es ist Φu(u, v) =

(
0

2e2u

0

)
und Φv(u, v) =

(
− sin(v)

0
cos(v)

)
.

Also ist Φu(u, v)× Φv(u, v) =

(
0

2e2u

0

)
×
(
− sin(v)

0
cos(v)

)
=

(
2e2u cos(v)

0
2e2u sin(v)

)
.

(b) Es wird

h(Φ(u, v)) = h(cos(v), e2u, sin(v)) = e2u(cos(v)2 + sin(v)2) = e2u .

Es wird
|Φu(u, v)× Φv(u, v)| =

√
(2e2u cos(v))2 + 02 + (2e2u sin(v))2

= 2e2u
√

cos(v)2 + sin(v)2

= 2e2u .

Wir erhalten also∫∫
S
h dO =

∫∫
J
h(Φ(u, v)) · |Φu(u, v)× Φv(u, v)| du dv

=
∫ v=π/4
v=0

∫ u=1

u=0
e2u · 2e2u du dv

= π
4

∫ u=1

u=0
2e4u du

= π
4
[1
2
e4u]u=1

u=0 du

= π
8
(e4 − 1) .



Künzer, Huber, Barthwal, Winkle, Corso Wintersemester 2023/24
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Hausaufgabe 9 Sei D := [0, 2π]× [0, 3]. Sei Φ : D → R3 :
(
ϕ
z

)
7→
(

cos(ϕ)
sin(ϕ)
z

)
.

Sei J := {
(
ϕ
z

)
| 0 6 ϕ 6 π

2
, ϕ2 6 z 6 π2

4
} ⊆ D ⊆ R2. Sei S := Φ(J) ⊆ R3.

(a) Skizzieren Sie J ⊆ R2. Skizzieren Sie Φ(D) ⊆ R3 und darin Φ(J) = S.

(b) Bestimmen Sie Φϕ(π
4
, 1)× Φz(

π
4
, 1).

Zeichnen Sie diesen Vektor in die Skizze aus (a) ein, angesetzt an Φ(π
4
, 1).

(c) Es parametrisiert C : [0, π
2
]→ R2 : t 7→ C(t) :=

(
t
t2

)
ein Stück des Randes von J .

Es parametrisiert (Φ ◦ C)(t) für t ∈ [0, π
2
] ein Stück des Randes ∂S von S.

Bestimmen Sie (Φ ◦ C)′(t) und (Φ ◦ C)′(π
4
).

Zeichnen Sie diesen Vektor in die Skizze aus (a) ein, angesetzt an (Φ ◦ C)(π
4
).

Lösung.

(a, b, c) Es ist Φϕ(ϕ, z) =

(
− sin(ϕ)
cos(ϕ)

0

)
und Φz(ϕ, z) =

(
0
0
1

)
.

Also ist Φϕ(ϕ, z)× Φz(ϕ, z) =

(
− sin(ϕ)
cos(ϕ)

0

)
×
(

0
0
1

)
=

(
cos(ϕ)
sin(ϕ)

0

)
.

Somit ist Φϕ(π
4
, 1)× Φz(

π
4
, 1) = 1√

2

(
1
1
0

)
.

Es ist (Φ ◦ C)(t) = Φ(t, t2) =

(
cos(t)
sin(t)

t2

)
. Also ist (Φ ◦ C)′(t) =

(
− sin(t)
cos(t)
2t

)
.

Somit ist (Φ ◦ C)′(π
4
) =

(
−1/
√
2

1/
√
2

π/2

)
.

Skizze von J :



Skizze von Φ(D), darin Φ(J) und die Vektoren Φϕ(ϕ, z)× Φz(ϕ, z) und (Φ ◦ C)′(π
4
):

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/

