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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge
Losung 5
Hausaufgabe 13 Wir betrachten die Differentialgleichung

) y?

V= mr
(a) Finden Sie alle konstanten Losungen dieser Differentialgleichung.

(b) Finden Sie alle Losungen dieser Differentialgleichung.

(c) Losen Sie das Anfangswertproblem

Lésung.

(a) Wir schreiben die rechte Seite der Differentialgleichung wie folgt.

wobei g(x) = —=t und h(y) = ¢*.

Die Nullstellen von h(y) sind die konstanten Losungen. Also haben wir als einzige kon-
stante Losung f(z) = 0.

(b) Mit Trennung der Variablen: Da x® + 1 # 0 fiir alle z € R, ist

, y 1 1 1

(22 + 1)y = —y 2 —Z = o ——dy =

Integration liefert

1 1 1
2—y2:—/Edy:/ﬁ+1dx:arctan(x)—l—c,

wobei ¢ € R.
D.h. weitere Losungen der DGL sind gegeben durch

1
fe)=y==+ V/2arctan(z) + 2¢

Zusammen mit der konstanten Losung y(x) = 0 aus Teilaufgabe (a) sind dies alle Losun-
gen der gegebenen DGL.

(c) Wir setzen die Anfangsbedingung f(1) =1 > 0 in die Losungen aus Teilaufgabe (b) ein

und erhalten
| 1 1

b=/ = v/2arctan(1) + 2c¢ N VE+2¢

Daraus folgt 5 + 2c =1, also ¢ =

()

— 7. Die Losung des Anfangswertproblems ist daher

1
B V2arctan(z) +1—

1
2




Hausaufgabe 14 Wir betrachten die Differentialgleichung
sin(y) -y — 2x - cos(y) = 0,
wobei y € (0, 7).

(a) Sei arccos(x) := § — arcsin(x), definiert fiir x € [—1, +1].
Verifizieren Sie: Es ist cos(x) = sin(§ — ) fiir v € R.
Verifizieren Sie: Es ist arccos(cos(z)) = z fir z € [0, 7).

Skizzieren Sie den Graphen von arccos : [—1,+1] — R : 2 — arccos(x).
(b) Finden Sie alle konstanten Losungen der betrachteten Differentialgleichung.
(c) Finden Sie alle Losungen der betrachteten Differentialgleichung.

(d) Losen Sie das Anfangswertproblem

sinfy) -y =2 -cos(y) = 0, y(0) = 7.
Lésung.
(a) Mit dem Additionstheorem wird
sin(§ — ) = sin(§) cos(—x) + cos(§) sin(—z) = cos(w) .

Damit sowie mit der Definition arccos(z) = 2 — arcsin(z) erhalten wir

2
x))
= 7§ —arcsin(sin(§ — x))

- (5-3)

arccos(cos(x)) = arccos(sin(§ —
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Graph von arccos:
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(b) Wir schreiben die Differentialgleichung

cos(y)
sin(y)

y = 2x-

Konstante Losungen sind die Nullstellen von %, also die Nullstellen von cos(y). Day € (0, 7),

ist f(x) = 7 die einzige konstante Losung dieser Differentialgleichung.
(c) Esist
sin(y) -y — 2z -cos(y) = 0=0 & sin(y) y =2z & sin(y) dy =2z dx .
cos (y) cos (y)
Integration liefert mittels u = cos(y), du = — sin(y) dy, zunéchst
i 1
[ ay = = [+ du = [ uh] = [~ nflost)])]

Also wird in(y)

sin(y 5

n(| cos(y)l) / cos(y) y / rdr = 2" +¢

wobei ¢ € R.

Auflésen nach y liefert
—z24c

cos (y) = e :

Somit erhalten wir
f(x) =y = arccos( £ e_$2+6) = arccos( £ e - e_“’Z) ,

wobei ¢ € R.
Zusammen mit der konstanten Losung y(z) = 7 aus Teilaufgabe (b) sind dies alle Losungen
der gegeben DGL.

(d) Einsetzen der Anfangsbedingung y(0) = m/4 liefert

% = f(0) = arccos(+e)

und also
g = cos(m/4) = +e°.

Wir brauchen das positive Vorzeichen, erhalten e® = ‘/75 und damit
f(z) = arccos (?e’“ﬁ)

als Losung des Anfangswertproblems.



Hausaufgabe 15 Wir betrachten die Differentialgleichung

Yy = ycos(z) + sin(2z).
(a) Finden Sie alle Losungen der zugehorigen homogenen Differentialgleichung,.
(b) Finden Sie alle Losungen von 3y’ = y cos(z) + sin(2z).
(c) Losen Sie das Anfangswertproblem
y = ycos(z) +sin(2z) und y(7/2) = 0.
Lésung.
(a) Die zugehorige homogene Gleichung ist
y —ycos(x) =0,
diese ist eine lineare DGL erster Ordnung. Aus der Vorlesung kennt man die allgemeine Losung

y(x) = ke ¢

einer solchen Gleichung. Hierbei ist

Glz) = / (= cos(z)) dz = — sin(z).
Damit sind die Lésungen der homogenen Gleichung gegeben durch
y(LU) — k. esin(x)

mit k£ € R.

(b) Um eine Partikulirlosung zu finden, verwenden wir Variation der Konstanten, d.h. wir setzen
den Ansatz

Folw) = k() -

in die DGL ein und erhalten mit

fi(z) = K ()@ + k(z) cos(x)esn®@)

p

die Bedingung
K (2)e™® 4 k(z) cos(x)e® — k(z) - 5@ . cos(2) = sin(2x).

Daraus folgt
K (x)e®n® = sin(2x),

also
K (x) = sin(2z)e™sn@)



Aufleiten gibt, unter Verwendung der Substitution ¢ = sin(z), dt = cos(z)dz,

[k(x)] = /sin(Zx)eSin(z) dz

= /ZSin(:p) cos(z)e @) dg

= [2tet dt
= [2t(—e")] = [2(—e7) dt
= [2e7(=t = 1)]

= [2e7"@)(—sin(z) — 1)]

Damit wird
folx) = k(z) M@ = 2(—sin(z) — 1) .

Jede Losung der DGL ist also von der Form
f(x) = folx)+ fu(r) = 2(—sin(z) —1)+d- esin(@)
wobei d € R.

(Alternativ kann man zur Berechnung von f,,(z) auch die bereitgestellte Formel verwenden.)

(c) Einsetzen der Anfangsbedingung y(m/2) = 0 liefert
0= f(n/2) = 2(—sin(r/2) — 1) +d- ™2 = —44 4.,
und also d = 4e~!. Die Losung des Anfangswertproblems ist

f(z) = 2(=sin(z) — 1) +4e - @ = 2(—sin(z) — 1) + 4@ -1

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/


https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/

