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Losung 8
Hausaufgabe 22 Wir betrachten die folgende Differentialgleichung.

(*) y' 42y +2y = e “sin(z) + 2® cos()

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom p(X) und ein Fundamentalsystem der
zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie partikulire Losungen von y” + 2y 4 2y = e(-1+1)®
und von 3’ + 2y + 2y = z2e'?.

(c) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung von (*) unter Verwendung von (b).
Bestimmen Sie die Menge aller Losungen von ().

Lésung.

(a) Die zu (%) gehorige homogene Differentialgleichung lautet
y' 42y +2y =0.
Das charakteristische Polynom ist gegeben durch
p(X)=X2+2X+2=(X+1)>*+1=(X+1-1)(X+1+1).

Das Polynom hat die echt komplexen Nullstellen —1 + i und —1 — i. Also erhalten wir
das Fundamentalsystem

fi(z) = e " cos(z), fa(x) = e *sin(x).
(b) Erstens. Wir beginnen zunédchst mit der Differentialgleichung
Y+ 2y + 2y = eT1H)T,
Wir schreiben die rechte Seite als
P

mit r(z) =1 und p=—1+1.
Wir haben d = 0, da r(x) = 1 ein Polynom von Grad 0 ist.

Zudem stellen wir fest, dass 1 = —1+1 eine einfache Nullstelle von p(z) ist. Also befinden
wir uns im Resonanzfall mit m = 1, und die gesuchte partikuldre Losung hat die Form
folx) = s(x) - a' - e wobei s(z) ein Polynom von Grad 0 ist.

Mit anderen Worten, die gesuchte partikuldre Losung hat die Form f,,(z) = Cx - e#* fiir
ein C' € C.



Es ist
p(X+p) = (X—14+1)2+2(X —1+41)+2
= X2 - 2X +21X+1—-21 —14+2X —2+2i+2
= X?24+2iX .
Also muf
p(D+ p)(Cz) = (D*+2iD)(Cx) = 2iC = 1 = r(z)

sein. Wir erhalten C = —%i.

Demnach ist eine partikulire Losung zu y” + 2y + 2y = e~

1412 gegeben durch

Zweitens. Nun betrachten wir die zweite Differentialgleichung
y// + 2y/ + 2y — $Zeiz

Wir schreiben die rechte Seite als

mit 7(z) = 22 und pu = i.
Wir haben d = 2, da r(z) = 2? ein Polynom von Grad 2 ist.

Es hat p(X) nur die Nullstellen —1 + i und —1 — i. Also ist p(i) # 0. Somit liegt nicht
der Resonanzfall vor.

Unsere partikuldre Losung hat also die Form
9p(2) = (ax® + bx + c)e

mit a, b, ¢ € C.
Esist p(X +p) =p(X +1) = (X +1)? +2(X +1) +2=X?+ (24 21)X + 1+ 2i.

Somit sollte sein:

p(D +i)(ax® + bx + ¢)
= (D? + (2 +2i)D + 1 + 2i)(az® + bz + ¢)
= (ax® +bx +c)" + (24 2i) - (az® + bz +¢)' + (1 + 2i)(az® + bz + ¢)
=2a+ (2 +2i)(2ax + b) + (1 +2i) - (ax® + bz + c)
= (14 2i)az® + (4 +4i)a + (1 +2i)b))x + (2a + (2 4 2i)b + (1 + 2i)c)

L2 = r(zx) .

Ein Koeffizientenvergleich liefertdas lineare Gleichungssystem

1=(2i+1)a
0= (44 4i)a+ (1+2i)b
0=2a+ (24 2i)b+ (1+2i)c.



Die Losung wird

_ 1 _ 1-2i
@ = 1% = "5
h — _4+41a _ (444 -21)  1-2i _ 47i-1)
- T2t T 5 5 T 25
und
¢ — 2, 242ip _ _20-20) 1-2i _ (2420)(1=20) 4(7i-1) _ —2-136i
1+2i 1+2i 5 5 5 25 125 -
Wir erhalten die partikuldre Losung
¢ _ o f1=2i_2 | 4(Ti=1) = 24136i ir
foa(z) = ('5 e 125 ) ©

Wir betrachten die rechten Seiten der Differentialgleichungen aus (b).
Wir haben

eTIFDT — o 7Tel® — 7% (cos(z) + isin(x)) = e % cos(z) + ie T sin(z) .
Also ist _
Im (e(’H‘):”) =e “sin(x).
Wir haben .
r?e'” = 2% (cos(x) + isin(z)) = 27 cos(x) + ix? sin(z) .
Also ist

Re(2%'") = z? cos(z) .
Wir stellen zudem fest, dass die rechte Seite von (x) sich schreiben ldsst als
e “sin(z) + 2° cos(z) = Im(e(_1+i)x) + Re(2%'") .
Somit ist eine partikuldre Losung von (*) gegeben durch
folw) =1 (foa(@)) + Re(Foala))
wobei fo1(z) und f,o(z) die partikuliren Losungen aus (b) sind.
Wir berechnen Im ( fpjl(:v)). Es ist

fp71($) e —% - T e(_1+i)x

= lze " sin(z) — Swe ™ cos(z).

Damit ist

Im (pr(x)) = —Llze " cos(x).

Wir berechnen Re (fpg(x)). Es ist

Joole) — (1_52%2 n 4(7215—1)1, _ 24;1235&) RE
_ <1_52i$2 4 ATD, 2+1;§)6i) (cos(z) + i sin(z))

2

= (%(2 sin(z) 4 cos(x)) — 2 (28sin(z) + 4 cos(z)) + 13 (136 sin(z) — 2005(3:)))

+i <%2(sin(x) — 2cos(x)) + 52(7 cos(x) — sin(x)) — 3z (136 cos(x) + QSin(x))) :



Damit ist

Re (fpg(x)) = %(2 sin(z) + cos(x)) — %(28sin(z) + 4 cos(z)) + 13 (136 sin(z) — 2cos(z)) .

Also ist ingesamt

fo(x) = Im(fp(2)) + Re(gp(2))
= —lze " cos(z)

—|—§(2 sin(x) + cos(x)) — 5z (28 sin(z) 4 4 cos(x)) + ﬁ(l% sin(x) — 2 cos(z)) .

Aus (a) kennen wir das Fundamentalsystem f;, fo von der zu (x) gehorigen homogenen
Differentialgleichung.

Damit ist die Menge aller Losungen von () gegeben durch

{afilx)+ecfolr)+ folx) : c1,c0€RY}

= {cie " cos(z) + cae " sin(z) — 1ze™ cos(x)
—|—§(2 sin(x) + cos(x)) — £(28sin(z) + 4 cos(z)) + 3 (136 sin(z) — 2cos(x)) : ¢, c2 €R }.
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Hausaufgabe 23 Bestimmen Sie die folgenden Laplace-Transformierten.

) £((3t + 1))

b) L(e! cosh(t) cos(t))
) E(f@»,wmbeif@)::{ 0 ﬁ?g?iz‘<l} und wobei 5 > 0.
) £ )

(a) Wir verwenden die Transformationsregel L(t"e*) = # und die Linearitit der Laplace-
Transformation. Damit wird

L((3t+1)%e*) = L((1+ 6t+ 9t?)e*)
= L(e*) + 6L(te*) + 9L(t%e™)

1 18
- E_}—(s 2)2+(s 2)3

(b) Esist
e’ cosh(t) cos(t) = €' - 1(e" +e7") cos(t) = 3(e* + 1) cos(t).
Wir verwenden L(cos(wt)) = Wscu? , die Dadmpfungsregel L(e™ f(t)) = F(s—a) und die
Linearitéit der Laplace-Transformation.

Es wird
L(e" cosh(t) cos(t)) = L ($(e* + 1) cos(t))

= 2(L(e* cos(t)) + L(cos(t)))
:%<w3ia+ﬁ;>‘

(c) Wir berechnen L£(f(t)) direkt iiber die Definition der Laplace-Transformation

/f Je st dt.

Wir zerlegen den Definitionsbereich [0, +00) = [0, 1]U(1, +00) und nutzen die Additivitét
des Integrals aus. Damit ergibt sich

00 1 o 1 -
Z/f@WW=/f®ﬁW+/f@ﬁwz/owW+/eﬂw.
0 0 1 0 1

v~ N~

=0 =1

Fir s > 0 wird

9 _efst B _efs,B e=$ e s
I = / e *'dt = lim = lim + = .
1 B—+00 S 1 B—++0o0 S S S




Insgesamt haben wir

fiir s > 0.
(d) Esist
cos(t —

Wir verwenden

und

Es wird

L(t*cos(t — %)) =

7) = cos(t)cos(—7) —sin(t)sin(—7) = %(cos(t) + sin(t)) .

LEf() = F'(s)

L(cos(t)) = =
L(sin(t)) = =

L(t? cos(t)) + L(t?sin(t)))

25241 + ds? s2+1

d s d2 1)

|
Sl-
&

(
(
= HEHEEREE - dey)
(
(
(

— l(d 1-s* _ d_ 32s )

T V2 \ds (s2+1)2 ds (s2+41)2

1 (=28)(s®4+1)2—(1—57)-2(s2+1)25 2~(S2+1)2—25~2(52+1)~25)
- \/5 ($2+1)4 ($2+1)4
1 (=28)(s>4+1)—(1—57)-225 2-(52+1)—2s-2-23)

V2 7+ 1) (Z+1)°

_ L(—253—23—4s+4s3 _ 232+2—832)

R ACERE (2+1)?

_ 25%+465%2—65—2

V2(s241)3
V2(s34-352—3s5—1)
e
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Hausaufgabe 24
Wir betrachten die Differentialgleichung

y' =3y +2y = ¢,
mit den Anfangsbedingungen y(0) =1, 3/(0) = 1.
Sei f(t) die zu bestimmende Losung dieses Anfangswertproblems. Sei F'(s) := L(f(t)).

(a) Setzen Sie f(t) in die Differentialgleichung ein.
Wenden Sie £ auf beide Seiten der entstehenden Gleichung an.

(b) Bestimmen Sie F'(s) unter Verwendung von (a).
Wenden Sie Partialbruchzerlegung auf den entstehenden Ausdruck an.

(c¢) Bestimmen Sie f(t) durch inverse Laplace-Transformation, angewandt auf F(s).
Lésung.
(a) Da f(t) eine Losung der Differentialgleichung ist, gilt
fr@) =3f(t) +2f(t) = e

Da f(t) auch die Anfangsbedingungen erfiillt, ist zudem f(0) =1 und f’'(0) = 1.

Laplace-Transformation auf beiden Seiten liefert die Gleichung

s2F(s) — sf(0) — f/(0) — 3sF(s) + 3f(0) + 2F(s) = L(e)

wegen der Anfangsbedingungen also

1
s*F(s) — 3sF(s) +2F(s) = 1—|—S—2.
S_

(b) Wir bestimmen F'(s):

PF(s) — 3sF(s) + 2F(s) — Ll ts—2

F(s)(32—3s+2):8i1—1—3—2
F(s)(s—l)(s—2)=8i1+s—2
F(s) = L + L




Der zweite Bruch liegt bereits in einer fiir die inverse Laplace-Transformation geeigneten
Form vor. Auf den ersten Bruch wenden wir Partialbruchzerlegung an.

1 A N B N C
(s—1)2(s—2) s—1 (s—1)2 s5—2

A(s—1)(s=2)+B(s—2)+C(s—1)?

(s —1)%(s —2)
B As? —3As+2A+ Bs—2B +Cs?> —2Cs + C
- G-1EG—2) ’

Koeflizientenvergleich gibt das lineare Gleichungssystem

A+C =0
—3A+B-2C = 0
2A-2B+C =1

Wir formen um:

1 0 1
-3 1-2
2-2 1

0 1 0 1
0O) ~ (0 1 1
1 0-2-1

Alsoist A=—1, B=—1und C = 1.

Damit wird

0 101
0) ~~ (011
1 001

0 100
0) ~~ (010
1 001

—1
-1 .
1

-1 -1 1 1

G- Go12 s—2 =D
1 1

-1 (5—2)

F(s) =

(¢) Wir kénnen nun f(¢) iiber die inverse Laplace-Transformation bestimmen:

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/


https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/

