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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge

Losung 9

Hausaufgabe 25
Wir betrachten die Differentialgleichung y” + 2y’ + 5y = 4e™" =: g(t).

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom p(X) von y” + 2y + 5y = 0.
Fiihren Sie fiir p(X) eine quadratische Ergénzung durch.
Sei u(t) die Losung von y” + 2y’ 4+ 5y = 0 mit y(0) = 0 und 3'(0) = 1.

Berechnen Sie u(t) als inverse Laplace-Transformierte von U(s) = ﬁ .

(b) Wir suchen die Losung f(t) des Anfangswertproblems y” + 2y’ +5y = 4e™' mit y(0) =0
und ¢'(0) = 0. Berechnen Sie hierzu f(t) = (u * g)(t).

Uberpriifen Sie Thr Ergebnis durch Einsetzen in die Differentialgleichung und in die An-
fangsbedingungen.

Lésung.

(a) Wir bestimmen das charakteristische Polynom der Differentialgleichung und ergénzen es

quadratisch.
p(X) = X2 +2X +5 = (X +1)*+4
Mt 1 1 1 2
Vo) = 0 = GroErd ~ 2 GriEed
wird . ) .
t) = L7 —————— ] = Ze'sin(2t).
u(t) 2 ((s+1)2+4) 2° sin(2¢)
(b) Es wird

f) = (uxg)(t)
= (g*u)(t)
= fot 4e= =) . Lo~ sin(27)dr
= 27! fot sin(27)dr
= 2e7'[—1 cos(27)]}
= e (1 —cos(2t)) .
Wir machen nun eine Probe. Es ist

f(t)=e" —e"cos(2t)
f'(t) = —e " +e " cos(2t) + 2e " sin(2t)
' — e " cos(2t) — 2esin(2t) — 2" sin(2t) + 4e " cos(2t)

e
e+ 3e " cos(2t) — e "sin(2t) .



Damit wird
(@) +2f(t) +4f(t) = (et +3e " cos(2t) — 4e " sin(2t))
+2(—e " 4+ et cos(2t) + 2e ! sin(2t))
+5(e™t — et cos(2t))
= (1-2+5)e "+ (3+2—5)e " cos(2t) + (—4 + 4)e " sin(2¢)
= de7t.
Ferner ist
f(0) = e %1 —cos(2:0)) = 1-(1—-1) =0

und
f(0) = —e®+eYcos(2-0) +2e %sin(2:0) = —1+14+0 = 0.
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Hausaufgabe 26 Wir betrachten die Differentialgleichung 2" 4+ 6z’ + 10z = 0.

(a) Formen Sie die Differentialgleichung in eine vektorwertige Differentialgleichung erster Ord-
nung um. Verwenden Sie dazu die Substitution y; = 2, y» = 2’ und finden Sie eine
Matrix A, fiir welche sich folgende vektorwertige Differentialgleichung ergibt.

()
Y2 Yo

(b) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von y' = Ay.

(¢) Bestimmen Sie alle Losungen zu z” 4 6z’ 4+ 10z = 0 unter Verwendung von (b).
Lésung.

(a) Mit der Substitution y; = z und ys = 2z’ haben wir y; = 2’ = y, und

Yy = 2" = —62" — 102 = —6y, — 10y;.

()= (o 5) ()

(b) Wir bestimmen die Eigenwerte von A. Es ist

Damit ergibt sich

“A 1
det(A — \E,) = ( iy _6_)\>——)\(—6—)\)+10—)\2+6)\+10—0.

Somit wird A = -3+ +/9 — 10 = -3 £ 1.

Zum Eigenwert A = —3 + i berechnen wir einen Eigenvektor:

0—(—3+1) 1 0 3—i 1 o 31 1
— s
0 ~10 -3—1i0 0 0

—-10 —6— (=3 +1)
Folglich ist (_31+i) = (,13) +1i ((1)) ein Eigenvektor zum Eigenwert —3 + i.

)

Dies liefert mit 6.1.6 die linear unabhéngigen Losungen

fin(e) = e (eos(x) (1) —sin(@) (1)) = ¢ (LyeulifZnco))

und
f[2] (.I‘) = e_BI(Sin(x) (33) + COS(‘T) ((1))) = e—3:v (—BSi;(ile)(i)cos(x)>

Da der Losungsraum die Dimension 2 hat, ist fji)(z), fiz1(«) bereits ein Fundamentalsy-
stem. Wir haben also das Fundamentalsystem

e—3$ (—3 cog?igi)sin(x)> ) 6—33? <—3 sins(ig)(f-)cos(z)> :



(c¢) Da jede Losung zu y' = Ay gemé8 (b) von der Form

(ZZ’) = (Zlg) = Cle_?mc (—3605?;§i)sin(x)> + 026_3x (—3sins(i;)(fci-)cos(z)>

ist, ist jede Losung zur dazu dquivalenten Differentialgleichung 2” 4+ 62"+ 10z = 0 von der

Form
3 3

z = c1e " cos(x) + coe P sin(x) |

wobei ¢1, o € R.
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Hausaufgabe 27 Sei A := <*? i %).

(a) Es ist 2 ein Eigenwert von A. Sei B := A — 2E3. Sei v :=

—O
N~

0
Bestimmen Sie das minimale k& > 0 mit B*v = (8).

(b) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von ¢y’ = Ay.
Erstellen Sie damit Wy (z). Berechnen Sie Wys(z) ™t

(c) Sei b(z) := <4§>. Bestimmen Sie eine partikulidre Losung von ' = Ay + b(z).
Lésung.

(a) Esist B= A — 2E, = (ii 3).
1 1
Es wird

Es wird

Somit ist k£ = 2.

(b) Wir bestimmen die Eigenwerte von A. Es wird

det(A — AEy) = det<3fflfx 3) = (1= N det (1)

= 1= N(GB-N1 =N +1) = (1-NA2—4)+4)
— - 1)(A-2)?.

Wir erhalten also die Eigenwerte \; = 2, wie auch aus (a) bekannt, und Ay = 1.
Mittels (a) und 6.1.10 erhalten wir ausgehend von A\; = 2 die Lésungen

z(2° pk— @ o (1
fin(z) = (3B 1) 2 e (1)
x+1

a 1 1
fole) = eMo(B o+ B) B o)t (5)) = e ()
Zum Eigenwert Ay = 1 bestimmen wir einen Eigenvektor. Wir formen das zugehérige

lineare Gleichungssysstem um:
3-1 1 010 21 0[0 100/0 100
—11-1 0({0) = (-100[0) ~» (0100) ~ (010 .
~1/0 11000 010[0 000

111
0
Damit ist <(1J) ein Eigenvektor zum Eigenwert Ay = 1. Das liefert die Losung

(YY)

fa(z) = ¢ (§> :



Damit fuy(z), fig(x), fi3(2) ein Fundamentalsystem ist, sollte noch die zugehérige Wrons-

kimatrix
e?® e2®(z4+1) 0

— 2 2
Wonle) = (5 EE)

(&)

an der Stelle g = 0 invertierbar sein. Es wird

—OoOO

det Wiys(0) = det (100) = det (13) = 1 #0.

1 z+1 0
eQa: 1 e2x o et (o
0/’ 1)’ 1

ein Fundamentalsystem von 3y’ = Ay.
Wir wollen Wy (7)™ = Wy (0) 7 - Wys(—) - Wy(0) ™! berechnen.

Zunichst berechnen wir Wy, (0)7!.

Also ist in der Tat

Weys(2)™h = Ws(0)™h - Wy (=) - Wy (0) 7
e 2% e 2%(—g+1) 0 0-10
(—6293 672Z1’ 0 ) < 1 1 0>
0 o2z e~ % —-1-11

e_zz(fa:Jrl) —ze~2r
e 2%x e 2%(1+x) O

(c) Wir haben
c(z)
ch(x)
cs(z)

zu losen.

Wir erhalten

(BN

o~

1 —e7 2% —e2%(14x) 0 4z —4g2e~2®
Wsys<ﬂf) b(&:) = e 2 e 2 0 0 = 4ze—2®
—e = —e % e ® 0 —4ze™*

)

le1(z)] = [—42?e **dx
= [4a?Le ] — [ —8rLe?dx
— [23;2e—2m] — f4xe_23” dz
= [22%7%] — [dzLe ] + [4Le > dn
= [22%e ] 4 [2ze ] — [2e 2 dx
= [(22% + 2z + 1)e 7] .

Wir wihlen ¢ (z) = (22% + 2z + 1)e .



Wir erhalten
lea(x)] = [Aze > dx

= [dzLe ™| - [4Lle ™ dy
= [“2ze ]+ [2e ¥ dx
= [(=1—2z)e 2] .

Wir wihlen cp(z) = (—1 — 2z)e 2.

Wir erhalten
les(z)] = [—dze *dx

— [—4x%1e_$] — f —4%16_75 dx
= [dze ] — [4e*dx
= [A(z+1)e"].

Wir wihlen ¢;(z) = 4(x + 1)e™".

Damit wird
c1(x) (2224-224+1)e2"
c(r) = <cz(w)> = | 1200 ).
ca(x) 4(z+1)e™®

Als partikuldre Losung von y' = Ay + b(z) erhalten wir

e2® e2%(z+1) 0 (222 +2z+1)e ™2
(@) = Wys(z)-clx) = [ - ez’ 0 (—1—2z)e~2®
0 e e¥ 4(z+1)e™*
((2m2+233+1)+(x+1)(—1—2z)) —z
= — (222 +224+1)—x(—1—2x) = (—x—l) .

(=1—2z)+4(x+1)

Wir machen noch eine Probe, obwohl diese nicht verlangt war:

fiw =& () = (1)

Zum einen ist

Zum anderen ist

A o = (118) () + (5) = (57) +(F) - (3
Also ist in der Tat f}(z) = Af,(7) + b(z).
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