Kiinzer, Huber, Barthwal, Winkle, Corso Wintersemester 2023/24
Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge
Losung 10

Hausaufgabe 28 Sei f : R — R die gerade 2m-periodische Funktion, die fir 0 < = < 7
gegeben ist durch

f(x) = | cos(x)].
(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(x) fir —27 < z < 27.
(b) Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von f(z).

(c) Verwenden Sie die Gleichheit f(0) = Fouriery(0), um
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zu berechnen.

Lésung.

(a) Das folgende Schaubild zeigt den Graphen von f auf [—27, 27].
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(b) Die Funktion ist gerade, d.h. es gilt f(—z) = f(x) fiir alle x € R. Daraus folgt b, = 0 fiir
n > 1. Wir haben also nur die Koeffizienten a,, fiir n > 0 zu berechnen.

Fir n > 0 wird

2 ™
a, = —/ | cos(x)| cos(nz) dz
0
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_ ; ( /0 ? cos(nz) cos(x) dz / " cos(nz) cos(z) da:) |

Dabei ist

cos(nz)cos(z) = (e 4e7ImT) . Ll 4 e717)
(ei(n—f—l)a} 4 e—i(n—l—l)x +ei(n—1)a: 4 e—i(n—l)a})
(2cos((n+ 1)) +2cos((n — 1)z))

os((n+ 1)x) + 5 cos((n — 1)z))
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Fall n # 1. Wir setzen fort mit
2 (fog cos(nx) cos(z) dx — fg cos(nx) cos(z) dx)
<fg scos((n+1)z) + 5 cos((n — 1)z) dz — fg scos((n+1)z) + 5 cos((n — 1)z) dx)

(fog cos((n + 1)x) + cos((n — 1)z) dz — f; cos((n + 1)z) + cos((n — 1)x) da:)

3o

3=

% ([? sin((n+ 1)z) + ﬁ sin((n — 1)z )]”/2 — [ﬁ sin((n + 1)z) + ﬁ sin((n — 1)1‘)];/2>

= 2 (Losin((n+1)5) + L sin((n — 1)3)) .

Falls n ungerade ist, dann ist sin((n+1)%) = 0 und sin((n—1)7) = 0. Somit ist diesenfalls
a, = 0.

Falls n gerade ist, also n = 2k, dann ist

sin((n+1)%) = sin((2k+1)%) = sin(2k%) cos(%) + cos(2k3) sin(5) = (=1)*
sin((n—1)%) = sin((2k— 1)) = sin(2k3)cos(—%) + cos(2kZ)sin(—3) = —(-1)F
Wir setzen fort mit
g = 2 (zmE (D" = z=(=1)%)
- 2(;1)k (21<:1+1 ~ 51)

2(—1)F (2k—1)—(2k+1)
T (2k+1)(2k—1)
4(=1)*
m(4k2—-1) *

Fall n = 1. Wir setzen fort mit
a = 2 (fog cos(z) cos(z) dz — [ cos(z) cos(z) d:):)
= 2 ( 2 14 1cos(2z) — f; 2+ 1 cos(22) da:)

(13 + 3sin@e)7* — 5 + L sin(20)]7 )
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Somit wird

, 4y | aG 2 o A(-1)F
Fourier(z) = EO#—Zancos(nx) = §0+Z agy, cos(2kx) = ;—Z%cos@kw)
n=1 k=1 k=1

Da f stetig ist, konnen wir f(0) = Fourierf(O) verwenden, um

zu erhalten. Es folgt
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Hausaufgabe 29 Sei f : R — R die 27-periodische Funktion, die fiir —7 < x < 7 gegeben ist
durch

f(z) = 2(x® — 2%) .
(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(x) fir —7 < 2 < 37.

(b) Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von f(z).
Lésung.

(a) Der Graph der Funktion f(z) fir —7 < z < 3m:

(b) Die Funktion ist ungerade, d.h. es gilt f(—z) = —f(x) fir z € R. Also ist a,, = 0 fiir
n = 0.

Wir miissen nur b,, berechnen fir n > 1. Es wird
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7% — x?) sin(nz) dx

x — 2%) (-1 cos(nz) ] — Jo(w (=1 cos(nz)) dz)
(7r2 — 32?) cos(nx) dx

— 32%) L sin(nz)|j — [ (0 — 6x)+ sin(nz) dz)
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[2(—L cos(nx))]f — [ 1+ (=% cos(na)) dz)

—;(— "+ Zfo cos(nz) dx)
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= % —%(—1)”—1—%[%5111(719:)]3)
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Somit ist
o0 12 n+1
Fourier ¢ (z Z sin(nx) .



Hausaufgabe 30 Sei f : R — R die 2m-periodische Funktion, die fiir —m < = < 7 gegeben ist
durch
0 fir —m<x<0

fx) =

—x 427 fuir O<azxz <7
(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(x) fiir —7 < 2 < 37. Bestimmen Sie Fourier(0).
(b) Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von f(z).

(c) Sei u(z) := 3(f(x) — f(—=)) fiir z € R.
Skizzieren Sie den Graphen von u(z) fir —7 < x < 37. Welchen Wert hat u(m)?

Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von u(z) unter Verwendung von (b).
Lésung.

(a) Das folgende Schaubild zeigt den Graphen von f fiir —7 < x < 37

Y
27 1
s
@ L 4 T
-7 0 T 2m 3T
—T

An der Sprungstelle xy = 0 ist mggriof(x) =0 und mgg}rof(x) = 2m. Also ist

Fourier;(0) = 1( lim f(z) + lim f(z)) = 3(0+2m) = 7.

z—0—0 x—0+0

(b) Es wird
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Firn > 1 wird
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f(z) cos(nz) dx

a, =

=
(=

(—z + 2m) cos(m:) dz

I

A= A= A= 3=
—
°>:

= “([(—x+ 27T) sin(nz)] fo
= L [sin(nz)dx
= =y cos(na)lg
= ——(cos(nm) — 1)
= L0 (1),
Fir n > 1 wird
by = <[ f(z)sin(nz)dz
= 1(J° 0-sin(nz)dz + [T (~z + 27) sin(nz) dz)
= L[ (—z+2m)sin(nz) dx
= %([(_‘75 + 27)(_% cos(nx) fo —% cos(nz)) dx)
= %(((—7‘(‘ + 2#)(—% cos(mr)) (-0 + 27r)(—— cos(0))) —
= L((-Z(-D)"+2) — L[ sin(na)]])
= L2-(=D".

Damit ist die Fourier-Reihe von f(z) gegeben durch

[ee)

Fouriery(z) = — —i— Z a, cos(nz) + Z by, sin(nz)

o0

= ?%qLZ#(l—(— ) cos(nx) —I—Z

0-cos(nz)dx + [; (—z + 2m) cos(nx) dx)

L sin(nz) dz)

L [ cos(nx)) dx)



(c) Fir z € (—m, ] wird

u(z) =
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%(f(l') — f(—2)) falls —m <z <0
) (@) = f(=2)) fallsz =0
%(f(it) — f(-2)) falsO<z<m
| L(f(2) — f(~2)) fallsz =7
(50— (2 + 2m)) falls —7 < 2 < 0
_ ) 300 falls = = 0
- ) 5((=z +2m) = 0) falls 0 <z <
| L(=7+27) = (—7+27)) fallsz =7
( —%x—w falls — 7 <2 <0
B 0 falls z = 0
B —%l’—i—w falls 0 <z < m
L 0 falls z =7

Insbesondere ist u(m) = 0.

Das folgende Schaubild zeigt den Graphen von u fir —7m < z < 3m:
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Die Fourierreihe von u(z) ist die Sinusreihe von Fourier;(x), also

Fourier,(z) = Z %(2 — (—1)") sin(nz) .

n=1
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