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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge

Losung 11

Hausaufgabe 31 Sei f: R — R die 2m-periodische Funktion, die fiir —7 < < 7 gegeben

ist durch
x

f) =2~ el
Die Fourier-Reihe von f sei bereits bekannt:
2 o= (—1)F+1
Fouriers(z) = —% + — ; % cos(kx) .

(a) Bestimmen Sie Fouriery (z) fiir die Ableitung f’.

(b) Bestimmen Sie Fouriery (0) durch Einsetzen von x = 0 in Fouriery (z).
. . . . , . ,
Bestimmen Sie Fouriery,(0) unter Verwendung von gcggl . f'(z) und xl_li]l}r . f'(z).
Vergleichen Sie die Resultate.

(c) Sei fy(z) das N-te Fourier-Polynom von f’(z) fur N > 1.
Bestimmen Sie ||f/ — f1||*> und || f" — f3]|*.

Lésung. Zunichst eine Skizze des Graphen von f(z) auf [—7, 7] (nicht verlangt):

Dann eine Skizze des Graphen von f’(z) auf [—7, 7] (nicht verlangt):

(a) Es ist f stetig, da die Funktion sich auf (—m, x| als Summe zweier stetiger Funktionen

schreibt, da

71_2

lim f(z) = ?—|7T| =0

rz—7—0



und

lim f(z) = lim_f(e—27) =

(=) _
x—1m+0 r——n+0 e N ’ N ﬂ—’ =0

ibereinstimmen und da f(z) eine 2mw-periodische Funktion ist.

Also konnen wir Fourier;(x) summandenweise ableiten, um Fourier (z) zu berechnen:

2 = d ( +1 2
F\ / - — (kx) = —— kx) .
ourier p/(x sz:; e 2 cos(kx) " 2 Sln( T)
Einsetzen ergibt
Fourierp(0) = — 2% L sin(k-0) = 0
ourier 4/ = —— ——gin(k - =0.
f T = k
Auf der anderen Seite ist
2z .
Z 41 fir—nw<z<0
fllx) =17 .
—1 fir0O<a <
und also
2x
/ _ : — _
und
2
lim f'(z) = lim i R
z—0+0 z—0—-0 77

An der Sprungstelle g = 0 von f’(z) wird also

Fouriery(0) = §( lm /() + lim ['(x)) = 3(1+(~1)) = 0.

Dies bestétigt den oben durch direktes Einsetzen erhaltenen Wert.

Aus (a) erhalten wir

2y ey

k=1

Lsin(kz) = —225in(2z) — 22 sin(4z) — 22 sin(6z) —

:!II\D

Fourier f/

Hieraus ergibt sich das erste Fourier-Polynom zu

fiz) =0
und das zweite Fourier-Polynom zu

fi(x) = —22sin(2z) = —2Zsin(2z) .



Zu || f' = fiII>. Da f'(z) — fi(x) ungerade ist, ist (f'(z) — f{(x))? gerade und also
If = filI? = J7(f'(z) = fi(z))* dz

= 2[5 (f'(z) - fil=

= 2[7 (2 -1) do

\_/\_/

)2 dx

w2 ™
!
= 2[¥ - 21+

Zu ||f = f2|l*.
Wir merken zunéchst an: (a — b+ ¢)* = a® + b* + ¢ — 2ab + 2ac — 2bc.

Da f'(x) — f3(x) ungerade ist, ist (f(z) — f3(x))* gerade und also
I = £ = Jo (' (2) = f3(x))* da
= 2Jy (J'(x) = f3())* du
2 [T (2142 sin(2:c))2 dx

™

= 2f0 (Wg = Sin(Qx)Q _ 4—“” + 7r2 < sin(2x) — %Sin(ZfL’)) dor ...
Da allgemein sin(t)? = 1 — 1 cos(2¢) ist, ist hier sin(2z)? = 1 — 1 cos(4z).
Ferner ist [ 2 sin(2z) dz = [2(—3 cos(2z))]— [ 1-(—3 cos(2z)) dz = [—£ cos(2z)+1 sin(2z)).

Wir setzen fort:

= 2&( +1+ % (35— Scos(dn)) — £+ ﬁm@@—ﬁﬁm@@>dx

9 [% + o4+ % g_ %Sln(4l‘)) . % + % ( :ccos(?x) + 511’1(251:)) + 400257(er):|0

™

:2(

|
+

™+

ERIN

_ _ 4 i_i)
2 7r+27r 27

N

s

3

AT

Alternative Lisung zu || f' — f5||* mit Parseval: Es ist wy 22 0% = || f'I” = | /' = fil* = &
mit Parseval und vorstehender Rechnung, wobei b; die Fourler Koeffizienten zu f’ sind.

Nun ist auch f'— f; eine Fourier-Reihe, ndmlich f'(z) — fy(z) = 3 725 b;sin(jz). Also ist

mit Parseval
Lf = fllP = 7352505
= (-8
— (-t - -t T8
= R (0- (2= 0+

4 2
W+37r.
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Hausaufgabe 32

(a) Verwenden Sie die Parsevalsche Gleichung und die Fourier-Reihe aus Platzaufgabe 30,

o0
1
um E o zu berechnen.
k=1

(b) Verwenden Sie die Parsevalsche Gleichung und die Fourier-Reihe aus Hausaufgabe 28, um
o 1
(4k%2 —1)2

zu berechnen.
k=1

Losung. Die Parsevalsche Gleichung lautet allgemein
Taz =
1P = <>+ Z aj +07) .
=1

(a) Fir die Funktion f(x) aus Platzaufgabe 30 wird

T T 2\ 2 517 5
T / f(o)de = / (5) dr — B—O] -

Aus Platzaufgabe 30 wissen wir ag = l7r und ay fir k>1
Damit wird
775_7m(2)+ i(2+b2) _ 7ra3+ iz
7j=1 7j=1
o =1
= 3 + 4 ; 1

Daher ist
5 5

ii__ oy
=kt 4r \10 18) 90

(b) Fiir die Funktion f(z) aus Hausaufgabe 28 wird, unter Verwendung von
cos(x)? = 3 + 5 cos(2x),

LA = J7, [ cos(x)[* dz
— 2 [7 cos(z)? o
= 2 [7 (3 + 3cos(2z)) da
= 2[%+ §sin(22)]]

= T.



Aus Hausaufgabe 28 kennen wir die Fourier-Reihe

, 2 o= 4(—1)F
F = —— — 2 .
ourier ¢ (x) - ; TR =) cos(2kx)

Hierbei steht vor cos(2kx) der Koeffizient ag, =
Fourier-Koeffizienten sind gleich 0.

——Wﬁ;ﬂ) . Ferner ist ag = %. Alle anderen

Wir haben
T = [IfI?
= %Wag +m Z;’il (a? + b?)
= §mag+ Ty, a3,
= 1By, (Y
- % + % > he m :
Daher ist
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Hausaufgabe 33 Sei g : R — R die 27-periodische Funktion, die fir —7 < z < 7 gegeben
ist durch

27‘”—1—1 fir —T<x <0
g(x) =4 5 .
| fir0 <z <.

(a) Berechnen Sie die komplexe Fourier-Reihe Fourier; (z).

(b) Bestétigen Sie durch Vergleich mit Hausaufgabe 31, dass g(x) = f'(x) ist an allen Stel-
len, an denen f differenzierbar ist. Bestétigen Sie ferner, dass die Koeffizienten ¢, von

Fourierg(a:) mit den dortigen Koeffizienten ay, b, von Fouriery (z) in folgender Beziehung
stehen.
ap = 2co, ar=cp+c_g, bpy=i(cg—c_) firk>1.
Lésung.

(a) Die komplexe Fourier-Reihe ist gegeben durch

Fourierg(x) = Z cpe'™®,
k=—00
wobei
1 " ( ) —ikxd
k= — x)e x.
k=50 49
Fir £ =0 wird



Fiir k& # 0 erhalten wir

1
o = 5 [ sl
1 P L)
2m 0 m
1 0 _k iy o 2) 0 o g o
= — Qe — Wy 4+ — ze ""dx + — ze " dx
2m 0 ™) . T Jo
1 0 T ] 2) T
= —(/ e T dy — /e_‘kxdm—l——/ :L‘e_lk””dx)
2m 0 ) .
. 1 —1l~cx 1 —ikz]™ 2 1 —ikx]™ 1 " ikx
1 GG B o T G A i it
L /1, 1, 2 [ meltm gretihT L0 g
- _ ikm _ ik 1 = _ _ _ ikx
on (m )+ )+ ( ik ik (k) [
1 2 4(—1)’g
- 2—(% *(— i ))
1
= —— —1 1
W,{;( +1)

wobei wir e 1*" = e!*" = (—1)* verwendet haben.

Somit wird

- . C _ — 1 k ikx
Fourier; (z) = k_X_:Oo — (=1)F+1) e,
k#0

Aus Hausaufgabe 31 kennen wir die Koeffizienten der Fourier-Reihe Fouriers (x):
ap — 0

fir £ > 0 und

firk>1
Wir fithren den Vergleich der Koeffizienten durch.

Man erhélt
0 = 260 = ap = 0.

Fir k& > 1 erhalt man

CpF g = —W (=1)F+1) +



Desweiteren ist fiir k£ > 1

i(eg—cg) = i (E (1) +1) - (—;W) (=1)7*+ 1))

2i? .
= E;(_l) +1)
= (14 (1))
= b.

Dies bestétigt die gefragten Beziehungen.
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