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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge

Losung 14

Hausaufgabe 40 Wir betrachten die Wellengleichung
Uy = guxx
mit den Anfangsbedingungen
1
u(z,0) = 1, u(z,0) = cosh(7) firz eR.
(a) Berechnen Sie [ F}ll(s) ds unter
Verwendung der Substitution v := e®. ]ﬁ

(b) Bestimmen Sie die zugehorige Losung u(z, t).

Der Graph der Losung ist rechts ersichtlich.

(c) Bestimmen Sie den Grenzwert tli+m u(0,1).
—+00

Lésung. 10
(a) Substituieren wir v := e®, dann ist 9 = e* = v und also ds = v~'dv.

Damit wird

1 _ 1
Jaamds = [1gads
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f2dv

v241

= [2arctan(v)]
= [2arctan(e®)] .

(b) Mit der d’Alembertschen Formel wird, unter Verwendung von ¢ = 3, f(z) = 1 und

9(17) - coslll(z) ’

u(e,) = S =30+ fla+30) + o [Z2 g(s) ds
(a)

s=x—3t

L1 +1) + L[2arctan(e®)] =21
= 1+ z(arctan(e”*¥) — arctan(e*%)) .

(c) Es wird

. . . 1 0+3¢Y _ 0—-3¢
tlgrnoo u(0,t) = tkinool + 3 (arctan(e”*) — arctan(e"~))

= 1+ %(SBTOO arctan(s) — £1_r)r(1) arctan(s))

= 1+3:(3-0)
= 1+12.
Vgl HM 2, 1.12.1.7.



Hausaufgabe 41 Wir betrachten die Wellengleichung
Ut = Ugg

mit den Anfangsbedingungen
u(z,0) = 0, ui(x,0) = sin(27x) fir € [0, 1]
und den Randbedingungen «(0,¢) =0 = u(1,¢) fir t € R.
(a) Bestimmen Sie die zugehorige Losung u(z, ).

(b) Uberpriifen Sie zur Probe die Losung u(w,t) aus (a) durch Einsetzen in die Wellenglei-
chung u;; = wg,, die Anfangsbedingungen und die Randbedingungen.

Lésung.

(a) Wir verwenden 8.3.7 mit L =1, c =1, f(z) =0 und g(x) = sin(27z).

Zunéachst wird

0+ 55 [y sin(2rs)ds  fiir 0 <z < 1
Flx) = e
0+ 57 [, sin(2ms)ds fir -1 <z <0

os(2ms)|i=f fir0 <z <1

S=—X

cos(2ms)]izy® fur -1 <z <0
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27x)) fir0 <z <1

(
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1 —cos(2mz)) fir0<z<1
(

2rx)) fir -1 <2z <0

5~ - 5= 5=
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fiir —1 < 2 < 1. Dies ist (2 - 1)-periodisch fortzusetzen. Da (1 — cos(2mz)) bereits
Periode 2 hat, erhalten wir
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F(z) = (1 — cos(27z))
fiir z € R. Damit wird

u(z,t) = F(z+1t)— F(—z+1t)
= L(1—(:0:5;(27r(95+t))) o L (1 — cos(2n(—x +1)))
= (—cos(2m(z + 1)) + cos(2m(—x + 1)) .

Dies kann mittels Additionstheorem weiter umgeformt werden zu

z,t)
(—cos(2m(xz +t)) + cos(2m(—z + t)))
(—cos(2mz) cos(2mt) + sin(27z) sin(27t) + cos(2m(—x)) cos(2nt) — sin(2w(—x)) sin(27t))
(— cos(2mz) cos(2mt) + sin(27x) sin(27t) + cos(2mwx) cos(2mt) + sin(2wz) sin(27t))
— sin (27Tx) sin(27t) .
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(b) Es wird
u; = Z(5sin(2nz)sin(27t))

cos(2mx) sin(2mt) .

Es wird
Uy = 7=(cos(2mz)sin(2nt))
= —27msin(27x) sin(27t) .
Es wird
w = (5 sin(27z)sin(2nt))
sin(2mx) cos(2mt) .
Es wird
Uy = %(sin(%rx) cos(27t))
= —2msin(27x)sin(27t) .
Also ist in der Tat uy = Uy .
Es wird
u(z,0) = osin(2rz)sin(2r-0) =0
u(z,0) = sin(27x)cos(2m - 0) = sin(27x)

fiir x € [0, 1]. Daher erfiillt u(z,t) die Anfangsbedingungen.
Es wird

u(0,t) = 5-sin(2m-0)sin(2wt) =
u(l,t) = s=sin(2r-1)sin(27t) = 0

fiir t € R. Daher erfiillt u(z,t) die Randbedingungen.



Hausaufgabe 42 Wir betrachten die Wellengleichung

Uy = 25um
mit den Anfangsbedingungen
: 1 y
u(z,0) = sin(z) u(z,0) = o firzeR.

(a) Bestimmen Sie die zugehérige Losung u(x,t) unter Verwendung der
d’Alembertschen Formel.

(b) Bestimmen Sie u;(0, ).

(c) Bestimmen Sie den Grenzwert lim wu;(0,t).
t——+oo

Lésung.

(a) Mit der d’Alembertschen Formel wird, unter Verwendung von ¢ = 5, f(z) = sin(x) und

:)35254() ds

+1

_|_

+ 5[5 T arctan($)]212;
2

_I._

g(x) = x21+4 )
u(z,t) = %(f(x —5t) + f(z +5t)) + % ;j;tg(s) ds
= L(sin(z — 5t) + sin(z + 5t) fj;t = d
1 (sin o 45t 1
(

(
in(x — 5t) + sin(x + 5t
(

)+
( )
sin(x — 5t) + sin(z + 5t))
( )

NI N=

1

= 5(sin(z — 5t) + sin(x + 5t 50

(arctan(Z2) — arctan(252)) .

Dies kann man noch umformen zu

ul, t)

L(sin(x — 5t) + sin(z + 5t)) + & (arctan(Z53) — arctan(252%))

L (sin(x) cos(—5t) + cos(x) sin(—5t) + sin(x) cos(5t) + cos(x) sin(5t)) + & (arctan(ZE2) — arctan(252))
sin(z) cos(5t) + L (arctan(252) — arctan(252)) .

(b) Da arctan(z) eine ungerade Funktion ist, wird
w(0,t) = (gul@ )lemo = Fu(0,1)

= aat(81n(0)cos(5t)+ (arctan(%) al"CtaTl(_—Bt)))

20 2

(c) Es wird

li 0,t) = 1 =
Jim w(0,8) = i o =
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