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Hausaufgabe 43 Wir betrachten die komplex differenzierbare Funktion

(a) Bestimmen Sie u(z,y) = Re(f(z + iy)) und v(z,y) = Im(f(z + iy)), wobei z, y € R.

f:C—C: 2z f(z) = sin(z) .

Uberpriifen Sie: Es sind u und v harmonische Funktionen.

(b) Uberpriifen Sie: Es erfiillen u und v die Cauchy-Riemann-Gleichungen.

(c) Wir betrachten das Vektorfeld F'(z,y) = < u(x’y)> auf R2,

—v(z,y)

Uberpriifen Sie: Es ist F' quell- und wirbelfrei.

Lésung.

(a) Nach Euler-de-Moivre ist sin(t) =

Also wird
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flz+iy) = sin(z+ iy)
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Das ist dasselbe.
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Das ist dasselbe.
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(z) + 2e¥sin(z) + Le¥ cos(z) + 3

= cosh(y) sin(x) + i sinh(y) cos(z) .

u(z,y) = Re(f(z+iy)) = cosh(y)sin(x)

v(z,y) = Im(f(x+ iy)) = sinh(y)cos(z) .

v, = Z(sinh(y)cos(z)) = -—sinh(y)sin(z)
—u, = —(%(cosh(y) sin(z)) = —sinh(y)sin(z) .
v, = a% (sinh(y)cos(z)) = cosh(y) cos(zx)
u; = (cosh(y)sin(z)) = cosh(y)cos(z) .

Also sind die Cauchy-Riemann-Gleichungen in der Tat erfiillt.
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(c) Esist

Es ist
div F(z,y)

Also ist F' quellfrei.

Es ist
rot F'(z,y)

Also ist F' wirbelfrei.

o cosh(y) sin(z)
F(.Z', y) - <7sinh(y) COS@)) '

2 (cosh(y) sin(x)) + 2 (~ sinh(y) cos(x))

cosh(y) cos(z) — cosh(y) cos(x)
0.

L2 (—sinh(y) cos(z)) — %(cosh(y) sin(x))
sinh(y) sin(x) — sinh(y) sin(x)

0.

Die auftretenden partiellen Ableitungen wurden auch schon in (b) verglichen.



Hausaufgabe 44

(a) Sein > 0. Sei f,(z) = 2", definiert auf C.
Sei u,(x,y) = Re(fn(z +1y)), wobei z, y € R.

Man bestimme u,(z,0).

(b) Man finde eine harmonische Funktion u(z,y) mit u(x,0) = 23 — 22% + z fiir z € R.

Man bestimme (0, y).

(c) Man bestimme eine zu u(z,y) harmonisch konjugierte Funktion v(z,y).

Man bestimme v(z,0) und v(0,y).

(d) Bestimmen Sie eine harmonische Funktion w(z,y) mit w(x,0) = 2® — 22 + x fiir r € R
und w(0,y) = y* + 2y? — y fiir y € R.

Verifizieren Sie durch direkte Rechnung: Es erfiillt w die Bedingung Aw = 0 auf R2.

Lésung.

(a) Es wird
un(z,0) = Re(fu(z+1-0)) = Re(fn(x)) = Re(z") = 2"

(b) Wir setzen an: u(x,y) = uz(z,y) — 2us(z,y) + ui(x,y) ; siche (a). Denn dann ist
u(z,0) = us(r,0) — 2us(z,0) +uy(2,0) = 2° —22% + o,

wie verlangt.

Nun ist
ur(z,y) = Re((z+iy)') = T
up(z,y) = Re((r +1iy)?) = Re(z® + 2zyi —y?) = 2~y

us(z,y) = Re((x+1iy)?) = Re(z®+ 3z%yi —3zy® —y*1) = 23— 3zy?.
Also wird
u(@,y) = us(z,y) — 2us(w,y) + wi(z,y) = 2° = 3wy’ — 20" + 2" + w.

Insbesondere ist
u(0,y) = 2y°.

(c) Wir betrachten folgendes Vektorfeld auf R?.
—Uy 6xy—4
K(z,y) = < w ) = <3x2_332_ix+1> .

Wir berechnen die gesuchte zu wu(z,y) harmonisch konjugierte Funktion v(z,y) als Po-
tential zu K. Dazu rechnen wir wie folgt.

v(x,y) = /6xy—4y dor = 32y — 4y + c(y) ,



wobei ¢(y) die Integrationskonstante ist, die von y, aber nicht von x abhéngt. Ferner soll

vy(2,y) = 32° — 4z + (y) = 32— 32 —da+1

sein, also
dly) = =3y° +1.

Somit konnen wir davon die Stammfunktion

cy) = -y’ +vy

verwenden. Es wird
v(x,y) = 3’y —day — P +y.

Insbesondere wird
v(z,0) = 0

und
v(0,y) = —y* +y.

Wenn wir w(z,y) = u(x,y) + a - v(x,y) mit einer Konstanten a € R ansetzen, dann ist
jedenfalls

w(z,0) = w(z,0)+a-v(x,0) = (2 —22°+2)+a-0 = 2° — 22> + 2.
Es soll dazuhin noch

w(0,y) = u0,y) +a-v(0,y) = 2 +al—y* +y) = ¥ +25° —y
sein. Dies ist erfullt fiir ¢ = —1. Somit ist
w(a:,y) = U(ZL’,ZD—U(Z‘,y)
= (23 = 3ay? — 22% + 2y® + 1) — 322y — 4wy — v + )
= 2 —3zy? — 222 + 2% +x — 32y +day + > —y

eine harmonische Funktion, die die beiden genannten Randbedingungen erfiillt.

Zur Probe rechnen wir:

Aw(z,y)

A(x® — 3wy — 227 + 2y + © — 32%y + 4oy + 4° — v)
(6x+0)—3(0+22)—2(2+0)+2(0+2)+(0+0) —3(2y +0) +4(0+0) + (0+6y) — (0+0)
0.

Damit ist in der Tat w(z,y) eine harmonische Funktion.
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