Kiinzer Wintersemester 2023,/24

Differentialgeometrie fiir Geodéten

Losung 1

Hausaufgabe 1
Wir betrachten die Kurve, die durch

o) = (a0 )
s) = = sin(s

2 s—sin(s) cos(s)
parametrisiert wird, wobei s € R.

a) Rechnen Sie nach: Es liegt eine normierte Parametrisierung vor.

(
(

)
b) Bestimmen Sie den Tangentenvektor v(s) und den Normalenvektor n(s).
(¢) Bestimmen Sie die Kriimmung (s) und den Kriimmungskreisradius p(s).
)

(d) Bestimmen Sie den Mittelpunkt M (s) des Kriimmungskreises.

Lésung.
Zunichst eine Skizze der Kurve C(R) (in Aufgabe nicht verlangt):

/

x



(a) Es wird

, 1 2 cos(s) cos(s)
C (3) = 3 2 sin(s) cos(s) = sin(s) cos(s) .
1—cos(s)?+sin(s)? sin(s)?
Also ist
|C"(s)| = +/cos(s)2 + sin(s)2 cos(s)? + sin(s)2sin(s)2 = y/cos(s)? +sin(s)2 = 1.

Daher ist C' eine normierte Parametrisierung.

cos(s)
(b) GeméaB (a) erhalten wir den Tangentenvektor v(s) = C'(s) = <sin(s) cos(s)),

sin(s)?
—sin(s) —sin(s)
C”(S) = (cos(s)z—sin(s)Q) = (cos(2s) ) .
2sin(s) cos(s) sin(2s)

10" ()| = v/(—sin(s))2 + cos(2s)2 +sin(2s)2 = +/1 + sin(s)?

Ferner wird

Somit ist

Insgesamt erhalten wir den Normalenvektor

" — sin(s)
TL(S) — ¢ <S) - 1 (cos(Qs)) .

|CW(S)’ 1+sin(s)2 sin(2s)

(¢) GeméaB (b) erhalten wir die Kriitmmung r(s) = |C”(s)| = /1 + sin(s)?.

Damit wird der Kriimmungskreisradius

p(s) = —= = (L+sin(s)’) 2.

(d) Der Mittelpunkt des Kriimmungskreises ergibt sich mit (b, c) zu

2sin(s) — sin(s)

M(s) = C(s) +n(s) p(s) = %( sin(s)® >+ 1+si11(5)2 (COS(28)> '

s—sin(s) cos(s) sin(2s)



Hausaufgabe 2
Wir betrachten die Kurve in der z;-zo-Ebene, die durch

$2
C(S) = %(s 1—s2+arcsin(s)>
0

parametrisiert wird, wobei s € [—1, +1].

(a) Rechnen Sie nach: Es liegt eine normierte Parametrisierung vor.

b

)
) Skizzieren Sie die Kurve in der zj-zo-Ebene unter Verwendung eines Taschenrechners.
(c) Bestimmen Sie den Tangentenvektor v(s) und den Normalenvektor n(s) fiir s € (—1,+1).
(d) Bestimmen Sie den Radius p(s) und den Mittelpunkt M (s) des Kriimmungskreises fiir
se(—1,+1).

Zeichnen Sie den Kriimmungskreis fiir s = 0 in die Skizze aus (b) ein.

Lésung.

Zunichst eine Skizze, in welche, wie in (b) verlangt, die Kurve C'([—1, +1]) eingezeichnet ist
(schwarz) und, wie in (d) verlangt, der Kritmmungskreis fiir s = 0 eingezeichnet ist (griin). Die
notigen Berechnungen folgen.

(a) Es wird

2s 2s s
o =3 mnn) < ) - ()
0 0



Also ist

C(s)] = \Js2+ (VI=s22+02 = 1.
Daher ist C' eine normierte Parametrisierung.

Skizze siehe oben.

Gemaéf (a) erhalten wir den Tangentenvektor v(s) = C'(s) = < 1s2>.
0

Es wird

1—s2
O”<S) - 2 11_52.(725) = —ﬁ< fos ) .

Also ist

C"(6)| = A/ (VI 4 (=52 402 = ]

V1-s2 °
Insgesamt erhalten wir den Normalenvektor

0 = e = ()

Der Kriimmungskreisradius ist dank (c)
p(s) = r(s)" = [C"(s)| " = VI—s2.

Der Mittelpunkt der Kriimmungskreises ist damit

52 V1—s2 252
M(S) = C(S)—{—?’L(S)p(s) = %(s\/l52+arcsin(s))—|—\/1—$2< _s ) = %<3\/132+arcsin(s)

0 0 0

Insbesondere wird

Skizze siehe oben.

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/index_diffgeo.html
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