Kiinzer Wintersemester 2023,/24

Differentialgeometrie fiir Geodédten

Losung 2

Hausaufgabe 3

Wir betrachten wieder die Kurve, die durch

C(s) = L smior
s) = = sin(s
2 s—sin(s) cos(s)

normiert parametrisiert wird, wobei s € R. Vgl. Hausaufgabe 1.

(a) Bestimmen Sie den Binormalenvektor b(s).
(b) Bestimmen Sie die Torsion 7(s).
(c) Bestimmen Sie v/(s), n'(s) und b'(s).

(d) Verifizieren Sie die Frenet-Gleichungen im vorliegenenden Fall.

Lésung.

In Hausaufgabe 1 wurde bereits berechnet:

cos(s) —sin(s)
’U(S) = (sin(s)cos(s)) , n(s) = 1 (cos(s)Qsin(s)2> , KJ(S) = \/1—i—sin(s)2 .

sin(s)2 L+sin(s)? 2sin(s) cos(s)

(a) Es wird
b(s) (s) x n(s) oy con(s) ) x — L (sin(sy?
s) = wvl(s n(s) = sin(s) cos(s ————| cos(s)?—sin(s
sin(s)? 4/ 1+sin(s)? 2sin(s) cos(s)
25sin(s)? cos(s)2—sin(s)?(cos(s)2—sin(s)?)
= % — sin(s)3—2sin(s) cos(s)?
4/ 1+sin(s) cos(s)(cos(s)?—sin(s)?)+sin(s)? cos(s)
= (e
= —F——= | —sin(s)(l+cos(s .
4/ 14sin(s)? cos(s)3
(b) Es wird
—sin(s) s
n'(s) = —5(1+ sin(s)2)~%/2 - 2sin(s) cos(s) (Cgss(li)(i)—sgggf) + (1 +sin(s)?)~1/2 ( —4sin(s) cos(s)

. sin(s)? cos(s) — cos(s)—cos(s) sin(s)?
= (1 + SII'I(S)Z)_S/Q( <— sin(s) ;og(s()?;;—sings;z cos(s) ) + <2 ( —4sin(s) cos(s)—4sin(s)3 cos(s)

— cos(s)

= (L +sin(s)?)~*? (_sm(s) cos<s><5+2sin<s>2>> .

2—4sin(s)2—2sin(s)*

2 cos(s)2—2sin(s)?

5)2—2sin(s)2+2 cos(s)? sin(s)2 —2sin(s)*



Also wird
(s)
(n'(s)[b(s))
— cos(s)

sin(s)?
<(1 + Sin(S)Q)_3/2 (—sin(s) cos(s)(5+2 sin(s)Q)) |(1 + Sin(s)2>_1/2 <—sin(s)(1+cos(s)2)>>

2—4sin(s)2—2sin(s)* cos(s)3

\]

(Hsm(s)Q) ——L——(— cos(s) sin(s)? + sin(s)? cos(s) (5 + 2sin(s)?)(1 + cos(s)?) + (2 — 4sin(s)? — 2sin(s)*) cos(s)?)

Qo s +82(5 + 28H) (1 + c?) + (2 — 4s* — 2s%) ¢?)

T 52 +82(5+25%)(2 — %) + (2 — 48? — 2s1)(1 — &?))

(—

(—
1+S2)2( 52 +82(10 — 5s% + 4s? — 28?) + (2 — 45 — 28?) — (282 — 4s? — 259))

(—s

e + (10s? — s* — 28°) 4 (2 — 4% — 25*) — (2¢% — 48 — 259))

(1+2)2(s + 3% + s)

COS( )(1 - 1+sm(s) )

Es wird

o
~

— sin(s)
’UI(S) = <cos(s)2—sin(s)2) .

2 sin(s) cos(s)

Aus (b) entnehmen wir

— cos(s)
n'(s) = (1+sin(s)2)_3/2 (—sin(s)cos(s)(5+zsin(s)2)) .

2—4sin(s)2—2sin(s)*

Ferner wird

sin(s)
V(s) = —3(1+sin(s)?)"32 - 2sin(s) cos(s) (sin(s)(1+cos(s)2))

cos(s)3

. N —1/2 2sin(s) cos(.s)
—|—(1 —+ SIH(S) ) — cos(s)—cos(s)3+2sin(s)? cos(s)

3 cos(s)? sin(s)

sin(s)
= —1(1+sin(s)?)7¥2 - 2sin(s) cos(s) (—SiH(S)(1+cos(S)2)>

cos(s)3

2 sin(s) cos(s)
+ ( 1+ Sin(s)z)_l/Q ( —2cos(s)+3 sin(s)2 cos(s) )
—3cos(s)?sin(s)
. 9\—3/2 = sin(s)° cos(s)
= (]_ + SlIl(S) ) ( sin(s)2 cos(s)(1+cos(s)?)
— sin(s) cos(s)*
2sin(s) cos(s)+2sin(s)? cos(s)
+ ( —2 cos(s)+3sin(s)? cos(s)—2 cos(s) sin(s)2+3sin(s)* cos(s) ) )
—3cos(s)2? sin(s)—3 cos(s)? sin(s)3
2sin(s)+sin(s)3
= cos(s)(1 + sin(s)?) /2 ( —2+3sin(s)2+2sin(s)! )

— sin(s) cos(s)%—3 cos(s) sin(s)—3 cos(s) sin(s)3



(d) Es ist

sin(s)(2+sin(s)?)
(—1+2sin(s)2)(2+sin(s)?)
—25in(s) cos(s)(2+sin(s)?)

cos(s)(1 + sin(s)?)~3/2 <

)

sin(s)
—1+42sin(s)?
—2sin(s) cos(s)

cos(s)(1 + sin(s)?)73/2(2 + sin(s)?) (

)

- sln(s) — sin(s)
V1+ sm <COS (s)2—sin( s)2> = (cos(s)Qsin(s)Q) ,
\/ 1+Sm (s) 2 sin(s) cos(s) 2 sin(s) cos(s)

was geméf (c) dasselbe ist wie v/(s).

Es ist
_,.;,(3) .

1 + sin(s)

v(s) + 7(

2,<

(14 sin(s)?)73/2.
(1 +sin(s)?)~%/2 .
(1 +sin(s)?)=3/2.

(14 sin(s)?)73/2.

s) - b(s)

i fo>s(s)<> + cos(s)(1 + ) L i (S;?l(s)Q (5)?)
sin(s) cos(s COSs( s . —sin(s)(14cos(s
sin(s) 1""51“(5)2 \/1+sin(s)2 cos(s)?

( (1+Sin§5%2)2 cos(s) ( )(2 . ( )2) sin(s)? . )
— 1+sin(s sin(s) cos(s —+ cos(s + sinf(s sin(s)(—2+sin(s
( (1—‘,—5(111)(5))2)2 sFirB(s)z( : ( )(cos(s)3 &7

(—1—2sin(s)?—sin(s)*+2sin(s)2+sin(s)*) cos(s)
sin(s) cos(s)(—1—2sin(s)2—sin(s)*—4+2sin(s)?—2sin(s)?+sin(s)?)
—sin(s)2—2sin(s)*—sin(s)%+(2+sin(s)2)(1—sin(s)2)?

< — sin(s)2—2sin(s)*—sin(

(

— cos(s)
— sin(s) cos(s)(5+2sin(s)?)
5)64+2—4sin(s)2+2sin(s)*+sin(s)2—2sin(s)*+sin(s)

)

)

— cos(s)
— sin(s) cos(s)(5+2sin(s)?)
2—4sin(s)2—2sin(s)*

was gemé$ (b, c) dasselbe ist wie n/(s).

Es ist

—7(s) - n(s)

—sin(s)
= — 1 1 . 1 cos(s)2—sin(s)?2
COS(S)( + 1+sin(s)2) \/H-sin(s)2 ( 2s(in)(s)cosgsg )
sin(s)
= cos(s)(1 +sin(s)?)73/2(2 + sin(s)?) < —1+2(s)in(s)(2)> :
—2sin(s) cos(s

was geméf (c) dasselbe ist wie b/(s).



Hausaufgabe 4
Wir betrachten die Kurve in der zi-xo-Ebene, die durch

cosh(t)
C(t) = (sinh(t))
0
parametrisiert wird, wobei t € R.

(a) Rechnen Sie nach: Jeder Kurvenpunkt liegt auf
() eRlat= 1443, 21> 1. 2 = 0}.
Skizzieren Sie die Kurve.

(b) Bestimmen Sie den Tangentenvektor v(¢), den Normalenvektor n(t), den Kriimmungs-
kreisradius p(t) und den Mittelpunkt des Kriimmungskreises M ().

(c) Fugen Sie den Krimmungskreis an der Stelle ¢ = 0 der Skizze aus (a) hinzu.

Lésung.

Cu(t
(a) Es liegt jeder Kurvenpunkt C(t) = <C;2t%) auf der beschriebenen Menge, da

Cs(t)
C1(t)? = cosh(t)?> = 1+sinh(t)? = 1+ Cy(t)?
Ci(t) = cosh(t) > 1
Cs(t) = 0.
Fiir die Ungleichung kann man etwa cosh(1) = 1 und - cosh(z) = sinh(z) > 0 fiir 2 > 0
und cosh(—xz) = cosh(z) fiir > 0 anfiihren.

Es parametrisiert C' einen Hyperbelast.
Skizze:

L3

05

—i 5=



blnh(t)

(b) Esist C'(t) = (cosh > Folglich wird

|C"(t)] = +/sinh(t)2 + cosh(t)2 = cosh(2t)Y/% .

Wir erhalten den Tangentenvektor

. 1 ’ o ~1/2 sinh(t)
ot) = €0 = cosh(2t) (“58(”) .
. " OSh( )
Es ist C"(t) = (smg ) Folglich wird
’ " - sinh(t) cosh(t) B 0 B 0 B
|C (t) x ( )‘ ‘ (COS(})I( )) X (smg(t)) ‘ = ‘ (sinh(t)2gcosh(t)2) ’ - ’ <_01> ‘ =1.

Ferner wird
IC'(t) = (cosh(2t)Y/?) = %(cosh(Qt)l/Q)Qsinh(%) = (cosh(2t)71/?) . sinh(2t) .

Wir erhalten den Normalenvektor

n(t) = [C"DIC (@) = (") C(#))

IC"(#) C"’(t)l (
cosh(t sinh(¢)

= cosh(2t)'/? (smh( ))) — (cosh(2t)71/2) . sinh(2t) (cosg(t))

cosh(t) sinh(¢)

= cosh(2t)~Y/2((sinh(t)? 4 cosh(t)?) <sin18(t)> — 2sinh(t) cosh(t) <Cos(l)1(t)>)

cosh(t)(sinh(t)?4cosh(t)2—2sinh(t)2)
= COSh(Qt)_1/2 (sinh(t)(sinh(t)2+c83h(t)2—2 cosh(t)Z))

cosh(t)
= cosh(2t)71/? (—sigh(t)) .

Der Kriimmungskreisradius ergibt sich zu

(1) 3
H = = cosh(2t)%?
0= e o)~
Der Kriimmungskreismittelpunkt ergibt sich zu
M(t) = C()+ plt) - n(t)
cosh cosh
= (mgfﬁ) + cosh(2t)%/2 cosh(2t)~1/2 <—s1161(1t(1)>
cosh cosh
= (sin(k)lg))> + cosh(2t) <fsir61§2)> :

(¢) Mit (b) wird p(0) = cosh(2-0)3/? = 1 und

cosh(0 cosh(0)

M(0) = (sinB(O))> + cosh(2 - 0) (—si%h(0)> = (é) )



Wir tragen diesen Kriimmungskreis in rot in die Skizze aus (a) ein:

k59

0.54

—15-
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