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Differentialgeometrie fiir Geodéten

Losung 4

Hausaufgabe 7 Wir betrachten wieder den Doppelkegel D = { ( = ) € R¥|a?+a3 =23} aus
Platzaufgabe 6, parametrisiert durch

®: Rx[0,21] >R : () — @(z,¢) (iiﬁféﬁ)
(a) Seic(t) = (%) fiir t € [0,27]. Bestimmen Sie C(t) := ®(c(t)).
Sei d(t) = (7) fiir t € [0,27]. Bestimmen Sie D(t) := ®(d(t)).
Bestimmen Sie ¢, t, € [0,27] mit c(t;) = d(t2).

(b) Berechnen Sie unter Verwendung von (%5) den Cosinus des Winkels, den die von C
parametrisierte Kurve und die von D parametrisierte Kurve in C'(¢;) = D(t3) einschliefen.

Lésung.
Zunéchst eine Skizze des Doppelkegels, zusammen mit der von ® o ¢ parametrisierten Kurve,
in blau, und der von ® o d parametrisierten Kurve, in rot (in Aufgabe nicht verlangt).




(a) Es wird

Es wird
D(t) = ®(d(t)) = d(2,1) = <25m<t>) .

Es ist ¢(1) = (§) = d(1), und somit t; = 1 = t,.
(b) Wir berechnen
B, (2 0) = (zsgz{) (2 0) = (212%‘252‘3)) |
Damit wird
E = (0.(59)[0.(5,¢)) = cos()® +sin(p)? + 12 = 2.

F = (.2 9)1®,(z9)) = cos(p) - (—2sin()) + sin(p) - zcos(g) +1-0 = 0,
G = (D, 0)[Bylz,0)) = (—25in(@))’ + (zcos(p)” = 22

Ferner ist ¢(¢t) = (1) und &'(t) = (1). Also ist auch ¢(t1) = (1) = (7) und d'(t2) =
(1) = ().

Der Cosinus des Winkels «, den die von C' parametrisierte Kurve und die von D parame-
trisierte Kurve in C(t1) = D(t2) einschlielen, wird also

Cl(tl)T- (EF) . d/(tg)
VBT (BE) - c(ta) - \Jd(t2)T - (FE) - d'(ts)
(21>- (39 - (%)

e G- () o0

cos(a) =

»—AO
~—



Hausaufgabe 8

(a)

u
Wir betrachten die Parametrisierung ®(u, v) := ( v ), wobei u, v € R.

u? 4202
Man skizziere die Schnitte mit den Koordinatenebenen in ein Koordinatensystem.

Was fiir eine Fléache S wird von ® parametrisiert? Ist S rotationssymmetrisch beziiglich
der x3-Achse?

Man bestimme F, F' und G fiir die Parametrisierung &.
Man bestimme die Christoffelsymbole F]’k fir i, j, k € {1,2} mittels £, F und G.

Man iiberpriife die definierenden Gleichungen fiir die Christoffelsymbole.

Lésung.

(a)

Die Schnitte mit den Koordinatenebenen:




Die Schnitte mit den Koordinatenebenen mitsamt S:

Es ist S ein elliptisches Paraboloid, das von der Gleichung —22% — 422 + 223 = 0 beschrie-

ben wird.
(b) Es ist
1 0
o, = Oy(u,v) = (20u) , o, = o,(u,v) = (411))
Also wird
E = (®,|®,) = 1+4u*,
F = (9,|®,) = 8uv,
G = (®,|®,) = 1+160*,
kurz
EF\ _ 1+4u?  Suw
(FG) - ( Suw 1+16v2) :
(c) Esist
EF\—1 1 141602 —8uv . 1 141602 —8uww
(FG) T (1+4u2)(14-16v2) —(8uw)? —8uv  14-4u? T 14+4u2+1602 —8uv  14-4u?
Mit (a) wird
E, = 8u

E, = 0,



F, = &

S

F, = 8u,
G 0
G, = 32v.
Es wird ) .
) _ (E F)—l 2B
r121 PG Fu—g By
_ 1 14+16v2  —8uw <4u)
T 1+4u2+1602 —8uv  14-4u? 8v
= aries (s)
T 1+4u2+1602 \8v
Es wird ) .
(Fm) _ ('"21
) I3
_ (E F)—l (3B
FG %Gu
_ 1 141602  —8uw (0)
T 14+4u2+1602 —8uv  14+4u? 0
0
= (0)
Es wird
(5) = 607 ()
- 1
) Fa 2Gv
_ 1 14+16v?  —8uwv (Su)
T 1+4u?+160v2 —8uv  1+4u? 16v
= Traerrer (i6v)
T 1+4u+1602 \16v
(d) Es wird
1 0 —2u
q)u X (PU = 0 X 1 = —4v
2u 4v 1
Es wird

Wir erhalten folgendes.

Als erstes ist
0 1 0
1 2 4u 8v S
_ — = (o) - —4u_ (o) — 1
D rllq)u rllq)v (2) 1+4u2 41602 <2u> 1+4u?+160° (41))
1 0 4u 0
- 1 0 (o) _{ sv
I+4u?+1602 ( <2+8u2+32v2> <8u2> (32v2 ) )

1 —4u
= —_— —8v
1+4u2+16v2 2

_ 2
T 1+4u?+1602 <(I)“ X (I)’U) .

Somit ist diese definierende Gleichung mit hy; = m erfiillt.

Als zweites ist 0
O, — TLd, — 20, = (8) = 0. (D, x D,).



Somit ist diese definierende Gleichung mit k1, = 0 erfiillt.

Als drittes ist
0 1 0
1 2 8u 16v
_ _ - 0) — — 8u — —16v_ (1
CI)’UU r22q)u r22(I)U (4) 1+4u2+16v2 <2(L> 1+4u2+16v2 <4v)
0 Su 0
1+4u+16v 4+16u2+640?2 16u? 6402

1 —8u
= — 1 (16
TH4u2 11602 \ 4 U)

_ 4
= Tz (Pu X ®y)
Somit ist diese definierende Gleichung mit hgy = m erfiillt.
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