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Differentialgeometrie fiir Geodéten

Losung 6

Hausaufgabe 11
Sei

O R o R () o D(uv) = (“) .
Sei S = ®(R?) die von ® parametrisierte Fliche.
Man bestimme drei Geodéten auf S, die durch den Punkt <§> verlaufen.

Der Verifikation ist mittels Lemma aus §2.3 durchzufiihren.

Losung.

Es ist &, — (5) und @, _< )

Also ist B = (®,|®,) = 1+ 0%, F = (®,]|®,) = uv, G = (®,|®,) =1 + u?
Somit ist (7 ¢) = <1J$j 1:‘_22). Also ist (f;g)_l S <1—+;f 11;1,2)
Ferner ist (2:5) = (95) wnd (B &) = (24).
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Wir berechnen die Christoffel-Symbole.

Es wird
) _ (EF)—I . fEu _ 1 14u? —uw 0 = (9
G21 — \FG Ev T 14+u2402 \ —uv 1402 v—352v ) = \0) -
Es wird
r112 o (E F)_l. %Ev - 1 1+u?2 —ww %'21} . 1 v+uv—uv? _ 1 (v
3 - \FG %G’u T 14+u402 \ —uv 1402 52u ) T 1+u4o? —uv?tutuv? | T 14ul402 \u
Es wird
Y (E F)—l C(Fo=3Gu\ 1 1+u? —uw u—L12u) (0)
)~ \FG $Gy T 14uZ40? \ —uv 1402 0 — \o) -
: 1 __ 1 Owv 2 0w
Also ist I = 505 (uo) und I'* = —HuQﬂz (uO)'

Geodite 1. Sei c(t) = (). Dann ist ®(c(0)) = (g).
Wir behaupten, daf§ ®(c(t)) = (é) eine Geodéte auf S parametrisiert.

Dies folgt schon, da es eine Gerade in R? ist. Wir verifizieren es mittels Lemma aus §2.3.
Es wird (fj) =c= (6), d = (é), d' = (8) und also

P () — L (T (EE) LT (B ) ¢ b ()¢ )

C,T(EF !
(1) (03) (§) L+ 1T (&) -0)-c

)
= O+6) - S (T ED ) +
- M-

Das zeigt die Behauptung.

N | —

Geodiite 2. Sei c(t) = (1). Dann ist ®(c(0)) = <§>'



Wir behaupten, da§ ®(c(t)) = (g) eine Geodéate auf S parametrisiert.

Dies folgt schon, da es eine Gerade in R? ist. Wir verifizieren es mittels Lemma aus §2.3.
Es wird ("f,) =c= (?), d = ((1]), d' = (8) und also

" dTrie 1 T (EF\ i 1 JT (Euw Fu\ v 4 1 JT (Ey Fu\ 0 4 /
¢ +<C’Tr20' - m(c (Fe) " +5¢T (Fa)cdc+3d (Ra)d-d)-c
Fa

= @)+ 0) = 7z (@ (r6) () +3¢T (Ra) - 0+5 (o) (58) (1) - 1) - ¢

- ).

Das zeigt die Behauptung.

Geodite 3. Sei c(t) = (;). Dann ist ®(c(0)) = <§>.

t
Wir behaupten, da§ ®(c(t)) = (t ) eine Geodéte auf S parametrisiert.

2

Es wird (%) =c= (i), d = ((1]), d'= (8).

Bei c(t) ist T' = ﬁ (%) und " = 1+12t2 (%)
Bei ¢(t) ist (55) = <1f2t2 1ft2>, (If;jj (F;”;) = (‘222) und (% 5;) = (2}3)
Es wird
¢ (Ge) = e CT(RE) R T (RE) 4 T (R E) )

1 (5E)e

= O+ () — 2w (@7 (Fe) () +3 ) @) (3) - 1+3 ) (F0) (1) 1) - (i
= e (3) — w454 - (1)

= (o) -

Das zeigt die Behauptung.

Skizze von S mit den drei hier angegebenen Geodéten in rot (nicht verlangt):




Hausaufgabe 12 Wir betrachten wieder die Parametrisierung ®(u,v) := ( .7 2) der in
Hausaufgabe 8 betrachteten Fléche S, wobei () € R?. “

(a) Man bestimme die Gaufische Kriimmung Kgaug von S an jeder Stelle.
(b) An welcher Stelle ist Kga,g maximal?

(c) Welche Werte von Kgaug treten auf S auf? Man bestimme hierzu die Menge ihrer Werte
{Kaaus(u,0) | (3) € R?} .

Lésung.
Eine Skizze von S ist bei der Losung zu Hausaufgabe 8 zu sehen.

(a) GemiB Hausaufgabe 8.(d) haben wir hyy = 555, hiz = 0 und hyy = 55
Wegen Symmetrie ist auch hy; = 0. Also ist
hiithi2 ) _ 1 (2 O)
ha1 haa | = 1+4u2+1602 \04) -

Somit wird

_ _ hi1 hi2 _ 1 20 _ 8
Keaws = Keaus(u,v) = det <h21 h22> = det(fgmiee (04)) = 0+4u2+1609)2 °

(b) Es wird Kgaus = Kgaus(u, v) = m maximal, wenn 1 + 4u? + 16v? minimal wird.
Dies ist bei (q;) = (8) der Fall.

(c) Laut (b) ist der maximale Wert von Kgaus(u, v) gegeben durch Kgaus(0,0) = 8.

Ferner ist K(;auﬁ(u, 'U) = m > ( fiir (ﬁ) S RZ.

Somit ist der Wertebereich von Kga,g enthalten im Intervall (0, 8].
Sei nun umgekehrt a € (0, 8] vorgegeben. Wir wollen zeigen, dafi a als Wert von Kgaus

auftritt.

] !

Dazu suchen wir ein u € R mit Kgaug(u,0) = ( = q.

1+4u?)2

Wir formen um zu 1 + 4u® = \/g. Dabei ist £ € [1,+00), da a € (0, 8].

o . ! / .
Wir kénnen weiter umformen zu u = :I:% \/g — 1. Dabei war v = 0.

Z.B. an diesen Stellen ist also die Gaufsche Kriimmung gleich a.

Somit ist

{Kcaus(w,v) | (¥) € R*} = (0,8].
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