Kiinzer Wintersemester 2023,/24

Differentialgeometrie fiir Geodéten

Losung 8

Hausaufgabe 15 Wie in Hausaufgabe 13 betrachten wir die Parametrisierung

z cos(p)

® : [0,271] xR — R® : (f) = D(p,2) = (zsin(ap)) :
des Doppelkegels D.

(a) Man bestimme die Weingarten-Matrix W unter Verwendung von Hausaufgabe 13.(a).

(b) Man bestimme fiir (f) = <72r> Hauptkriimmungsvektoren und Hauptkriimmungen.

(c) In der Situation von (b) parametrisiere man fiir jeden Hauptkriimmungsvektor jeweils
einen zugehorigen Normalschnitt. Man bestimme die Hauptkriimmungen abermals, nun
unter Verwendung dieser Normalschnitte.

Lésung.

(a) Mit Hausaufgabe 13 erhalten wir die Weingarten-Matrix zu

W= (B5)7 (BY) = (88) (B = —a (69)
(b) Bei (7) = (3) ist Pyi= @(m,2) = (0) und
W= g )

Als Hauptkriimmungsvektoren erhalten wir Eigenvektoren von W, ndmlich

v = (p) mit Eigenwert _ﬁi

und
Vg 1= ((1)) mit Eigenwert 0.

(c) Aus Hausaufgabe 13 entnehmen wir n = &, x ¢, = (2?2) Bei B ist <f) = (g) und

72 —
alson = < 0).
-2

Zu vy . Sein{(gé) ER3 |z, =0}.
z3

Es liegt die Gerade{Po—l—rn|r€R}:{<_§> —|—r<:§> lreR}in H.
Sei



fiir t € R. Fiir to = 2 ist c(ty) = (5) und also ®(c(ty)) = Py .
Es ist ¢/(to) = (V) = va.
—t
Esist C(t) := ®(c(t)) = < (t>> in H. Also liegt die von C' parametrisierte Kurve in H N D.

Die Kriimmung der von C(t) parametrisierten Kurve in ¢, = 2 ist

R = m|cl(to) X C//(t0)| = O,

da C"(t) = <§) ist. Also ist auch k - cos(v) = 0. Dies bestitigt die Hauptkriitmmung 0
aus (b).
Zu vy . Sei H = { (%5) € R®|z3 —x; = 4}. Es ist also H die zum Ortsvektor von P,

3

senkrechte Ebene, die Py enthéilt.
—2 -2

Es liegt die Gerade { Py +mm|r € R} ={ < g) +r (7(2)) |r € R} in H, da auf dieser
Geraden x3 — x1 = (—2r +2) — (—2r — 2) = 4 ist fir r € R.

Wenn wir nun eine Kurve parametrisieren sollten, fiir welche das Bild in DN H liegt, mufl
fir ®(p,z) = <§§i> = (§§> auch

z 3
4 =a3—x = z2—2¢, = 2(1 —cy)

gelten. Also ist z = —2—. Somit koénnen wir

l—c,
t
o®) = (ser)

setzen, fiir ¢ € (0, 2). Hierbei sei wieder ¢, := cos(t) abgekiirzt. Fiir to = 7 ist ¢(to) = (5)
und also ®(c(ty)) = Py .

Es ist (t) = ( ' > und also (o) = (p) = 1.

74st(1fct)_2
Es ist
1 4ct(1—ct)_1
Clo) = ol = ot - o)) = (i)
41—Ct)7

und dabei ist 4(1—c¢;) ™' —4c,(1—¢;) ' = 4(1—¢;)(1 —¢;)™' = 4, und also liegt C(¢) in H.
So wurde ¢(t) ja auch konstruiert. Also liegt die von C' parametrisierte Kurve in H N D.

Es ist
—4st(1—ct)_1—4ctsi(1—ct)_2

Cl(t) = < 4ct(1—ct)’1—4s%(1—ct)*2 ) .

—4st(1—ct)’2
Es ist
" —dep(1—ct) 714852 (1—ct) "2 +e(—4ee(1—ct) 2 +852 (1—ct)73)
C (t) = —4s¢(1—cy) T =8crse(1—ct) 7248 (—der (1—cp) 24852 (1—ct) 73) .
—der(1—c) 724852 (1—ct) 3
Es ist 0
/ p— —
C'(to) = ( 3)
Es ist



Bs ist C"(t) x C"(to) = (—%) X (é) - (j)

Die Kriimmung der von C(t) parametrisierten Kurve in ty = 7 ist

2
Fo= eaIClte) x C(to)| = 1 ( 0) 1 = 35

Der Anschauung entnehmen wir, dafl n(¢g) = n(2) und n(m, 2) nicht in dieselbe Richtung
zeigen; n(1) zeigt in Richtung des Kriimmungskreismittelpunkts der Schnittkurve (einer

-2
Parabel), n(w,2) = <_g> zeigt am Doppelkegel nach auflen. Also ist cos(v) = —1. Somit
ist k- cos(v) = —ﬁ. Dies bestétigt die Hauptkrimmung _ﬁi aus (b).



Hausaufgabe 16 Wir betrachten wieder die Parametrisierung ®(u,v) := ( .7 2) der in
Hausaufgabe 8 betrachteten Fléche S, wobei () € R?. “

(a) Man bestimme die Weingarten-Matrix W unter Verwendung von Hausaufgabe 14.(a).
(b) Man bestimme fiir (i) = (1) Hauptkriimmungsvektoren und Hauptkriimmungen.

(c) Man bestimme im Punkt ®(1,1) die GauBsche Kriimmung Kgaus und die mittlere Kriim-
mung K von S.

Lésung.
. 2
(a) Dank Hausaufgabe 14.(a) ist (% ¢) = (1;‘1;‘ 1+8ng2> und ({7 ) = \/Ww (54)-
Es wird

W — (EF)*1'<L M) _ 1 141602 —8uv 1 20\ _ 2 141602 —16uv

- \FG M N) =™ 1+4u2+1602 —8uv 1+4u? | I+du2 11602 (04) T (1+4u2+1602)3/2 —8uv 2+8u? )

(b) Fiir (1) = (1) wird

W = 213/2 (£7871%)6) .

Wir behandeln die Matrix A := 21;/2W = (l78 _1%]6).

Das charakteristische Polynom ist ya(u) = det ("¢ 101%,) = (17 — p)(10 — p) — 128 =
p* — 27p + 42. Die Eigenwerte sind p; = (27 — 272 —4-42) = (27 — v/561) und
o = %(27 + \/ﬁ)

Es ist det (17:55“ 10_,151) = 0. Also sind die Zeilen dieser Matrix linear abhéngig. Daher

erhalten wir einen zugehorigen Eigenvektor 2 (171_6u1) = (7 +f/2ﬁ) von A.

Es ist det (17:5‘2 10_,122) = 0. Also sind die Zeilen dieser Matrix linear abhéingig. Daher

o : : 32
erhalten wir einen zugehorigen Eigenvektor 2 (171_6M2) = (7_ \/56—1> von A.

Gefunden wurden also:

Der Hauptkriimmungsvektor vy, = < 7:\)/2@) mit zugehoriger Hauptkriimmung
A = 21%/2#1 = 21%/2(27 — \/56_1) )
Der Hauptkriimmungsvektor v, = < 77%> mit zugehoriger Hauptkrimmung
Ay = 21%/2#2 = 21%/2(27%- \/ﬁ) .
(c) Die GauBsche Kriimmung im Punkt ®(1,1) = (i) ist
Keag = detW = Sdet (1570°) = 25-42=5% = 2.

Die mittlere Kriitmmung im Punkt ®(1,1) = (i) ist mit (b)

Kuittel = (A +X2) = (555227 — VB61) + 5555 (27 + V561)) = 205 .
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