Kiinzer Wintersemester 2023,/24
Differentialgeometrie fiir Geodéten

Losung 9

sin(¢) cos(¢)
Hausaufgabe 17 Es parametrisiert ®(p, ) = (sin(ﬂ) sin(w)), wobei ¢ € [0,27] und 9 € [0, 7],
ein Ellipsoid; vgl. Beispiel in §3.2. 2cos(¥)

(a) Nebenrechnung: Man bestimme die Ableitung - % \/W

(b) Man bestétige GauB-Bonnet, Version 2, im vorliegenden Fall.

(c) Man bestéitige das Theorema egregium im vorliegenden Fall.

Lésung.

(a) Mit der Quotientenregel wird

d ¢ o 1(4-3t2)Y/2 4. 2 (4-312) /2. (—6t)
dt v/4-312 4-3t2
_ (4—3t2)—t- 2 (—6t)
(4—3t2)3/2
- 4
(4-3t2)3/2 °

(b) Unser Ellipsoid S hat Lochanzahl g = 0. Es ist also [[ KgausdO = (2 —2-0) - 27 = 47
nach Gauf3-Bonnet, Version 2.

Zur Bestitigung dieser Aussage im vorliegenden Fall berechnen wir [ [ Kgaus dO.

Zunéchst erinnern wir uns aus §3.2 an

2sin ()2 cos(¢)
q)ap X (1)19 = — | 2sin(9)?sin(p)
sin(9) cos(¥¥)

Es wird

D, x By| = /4sin(9)* cos(p)? + 4sin(d)?sin(p)? + sin(V)? cos(1))?
= /4sin(9)* + sin(¥)? cos(¥)?
= /4sin(9)%sin(9)? + 4sin(V)? cos(9)? — 3sin(v)?2 cos(V)?
= sin(9)4/4 — 3cos()?

Hierfiir hétte man auch |®, x ®y| = VEG — F? = sin()y/4 — 3 cos()? aus §3.2 zitieren
kénnen.

Gemaéf Beispiel in §3.2 ist

Kaaus = Kaaus(p, ) = W-



Also wird, mit Substitution ¢ = cos(d), & = —sin(¥), dt = — sin(9)d,

JfsKeasdO = [7207 [T Keaus(0,9) - |y x Oy di? dip
= o ey - sin(9) /4 = Beos(V)? did di
= 27rf W sin(v)+/4 — 3 cos(9)2 dv
= 92 f m - (—sin(¥)) dv
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= A4m.
Dies bestitigt GauB3-Bonnet, Version 2, im vorliegenden Fall.
GeméB Beispiel in §3.2 ist

Kcaus = Kaaus(p,9) = m :

Dies soll mit dem Theorema egregium bestéatigt werden.

GemaB Beispiel in §3.2 ist

(gg) = (Sing§)24—3025(19)2> :

und also EG — F? = sin(9)%(4 — 3 cos(9)?). Ferner werden
Desweiteren ist Ey = 2sin(1) cos(?) = sin(2¢) und Eyy = 2 cos(29).
Ferner ist Gy = —6 cos(¥)(—sin(¥)) = 3sin(29).

Wir kiirzen ¢y := cos(¥) und sy := sin(¢)) ab, etc. Es wird
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Dies bestétigt das Theorema egregium im vorliegenden Fall.



sin(19) cos(p) )
sin(9)sin() |, wobei ¢ € [0,27] und ¥ € [0, 7],

Hausaufgabe 18 Es parametrisiert ®(p, ) = o
cos(?

eine Kugel S von Radius 1.
Wir betrachten das Viereck

J = { (g) |90€ [ngL 196 [%72%]} g U = [07271—] X [077T] :
Dann ist ®(J) ein krummliniges Viereck auf der Kugel S.

(a) Man skizziere ®(J) auf S.

(b) Man bestétige GauB-Bonnet, Version 1, im vorliegenden Fall.

Lésung.
Wir schreiben A := &(J).

(a) Skizze von A = ®(J) (rot) auf S (blau).

Ly
I
= =
Ln in —
F-lll'l'fl?!lilllll[!




(b) Wir parametrisieren den Rand des Vierecks
J=A{(f)1eecl,5.,9€(5.5]} €U = [0,27] x [0,7]

wie folgt.
Sel C(l)(t) =

(
Sei co) (1) = ( : ) fiir ¢ € [0, 7).
(

. 0 ) .
Sei ciy)(t) = (%ﬂ_t> fiir t € [0, §].
Es sind a() = a@2) = a@3) = au) = 5, da Langenkreise und Breitenkreise immer einen
Winkel von 7 einschliefien.
Es ist
[P, x y| = sin(V) ;

vgl. erstes Beispiel in §3.4.
Es ist Kqaug = = = 1; vgl. erstes Beispiel in §3.1.
Damit wird

JJ, KewsdO = [f,1d0

T 27
= J? f§3 1-|®, x &y| dvde

= JiF J2F sin() dodg
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= 5l cos(¥)]y-

SIE

Fiir ¢(9), ¢y ist cos(8) = 0, da wir uns auf Geodéten der Kugel bewegen.

‘ % 3 cos(t) V3 cos(t)
Fiir C(1) wird C(l) (t) = @(C(l) (t)) = %\/gsin(t) (\fsm( )>

1 1

2

Fiir c(yy ist also x = (%\/3)_1 = f da wir uns auf einem Breitenkreis von Radius —\/_
bewegen.

Dort zeigt ®, x ®y zum Kugelmittelpunkt. Es liegt n in der Ebene x5 = % Es lauft die
V3 0
von C(1)(t) parametrisierte Kurve dem Breitenkreis entlang von 3 ( 0 > nach 3 <\/§>
1 1
Also zeigt b=v xn positiv in Richtung der z3-Achse.

Fiir ¢(p ist folglich 8 = % und also cos(3) = —

V3(=sin(t))
( \/gcos( ) und also |C(1)< )’ %\/g

0

1
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|—=

Es ist C;)(t) =

2

-1

_ 1V/Bcos(Z—1) L V3sin(t)
Fir C(3) wird 0(3) (t) = @(0(3) (t)) = \/gsm(% )| = 5 V3cos(t) |.

w\»—A



Fiir ¢ ist also kK = (%\/3)_1 = 13, da wir uns auf einem Breitenkreis von Radius %\/3
bewegen.

Dort zeigt @, x ®y zum Kugelmittelpunkt. Es liegt n in der Ebene x5 = —%. Es lauft die
von C(s)(t) parametrisierte Kurve dem Breitenkreis entlang von 3 ( \%’7> nach 3 (f)
Also zeigt b = v X n negativ in Richtung der x3-Achse.

Fiir ¢(s) ist folglich § = % und also cos(f) = —3 .

< V3 cos(t)

Es ist Cly)(t) = \/??(—gin(t))) und also |Cly) ()| = /3.

2

Somit wird
Jouk-cos(B)ds = ff%.(—é)-%\/ﬁdt+o+fof%~(—§)-§\/§dt+o = -I.

Insgesamt wird

[J 4 Kcaus dO + E?Zl ag) + [y, r-cos(B)ds = T +2r+ (—3) = 27.

Dies bestétigt Gau-Bonnet, Version 1, im vorliegenden Fall.
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