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Differentialgeometrie fiir Geoddten

Scheinklausur

Bearbeitungszeit: 90 Minuten.
Erlaubte Hilfsmittel: 4 Seiten DIN A4 eigenhéndig handbeschrieben.

Losungswege werden gewertet und sind mit abzugeben. Bitte nehmen Sie Ihre Bearbeitung
auf separaten Bléattern vor und legen Sie diese am Ende in den Umschlagbogen ein.

Aufgabe 1 (14441 = 6 Punkte)

Wir betrachten die Kurve in der z1-zo-Ebene, die durch

parametrisiert wird, wobei t € R.

(a) Skizzieren Sie diese Kurve im Bereich t € [-2, 2].

(b) Bestimmen Sie fiir diese Kurve den Kriimmungskreisradius p(t) und den Mittelpunkt des
Kriimmungskreises M () fiir t € R.

(c) Fiigen Sie den Kriimmungskreis an der Stelle t = 0 der Skizze aus (a) hinzu.
Lésung.

(a) In der z;-zo-Ebene erhalten wir fiir ¢ € [—2, 2] folgende Skizze der Kurve (blau).

(b) Es wird

Also wird



Folglich ergibt sich

cOF (V1)

P = G o 1 = (L)%
Es wird
n(t) = ke (1010 () — OO @)
= H+ ey (3) - da ez (p)
= a2+ (D -t (1)
- (4 ()
- 1£rt2 < (1)> '
Somit ist

i 1 —t 2\3/2 ! o\ (1 -
M) = (1) + b (1) -aee = () varey () = (v30)

(¢) Der Kriimmungskreis an der Stelle ¢ = 0 hat gemé$ (b) den Radius p(0) = 1 und den
Mittelpunkt M(0) = (g)

Er wurde der Skizze aus (a) hinzugefiigt (rot):




Aufgabe 2 (2444142 = 9 Punkte)
Wir betrachten die Parametrisierung ®(u,v) := ( 2? 3) mit (y) € R

Es parametrisiert ® die Fliche S C R3.

a

(a) Man bestimme ®,, ®,, Py, Py, Ppp und n =&, x o,
(b

)

) Man bestimme (7 ¢) und (37%) bei () € R%

(¢) Man bestimme die Gaufsche Kriimmung Kgaus von S an der Stelle (%) € R2.
)

(d) Man bestimme die Weingarten-Matrix W im Punkt P, = ®(0,0), also bei (Z) = (8).

Man bestimme die Hauptkriimmungen an der Stelle (Z) = (8).

Lésung.
(a) Es wird
1 0
oo (i) e (L)
2u —302
Es wird
0 0 0
Oy = <0> ) Q, = <O> ) o, = < 0 )
2 0 —6v
Es wird

(b) Mit (a) wird
E = (®,|®,) = 1+4u?, F = (®,®,) = —6uv?, G = (®,|®,) = 1+%0*.
Also ist
EF\ __ 14+4u? —6uv?
(FG) o < —6uv? 14+9v? ) :
Mit (a) wird
(Dyyn) = 2, (Pypin) = 0, (Dyyn) = —6uv.
Desweiteren ist EG — F? = (1 + 4u?)(1 + 9v?) — (—6uv?)? = 1 + 4u® + 9v’.

Alternativ wird auch EG — F? = |®,, x ®,]? = [n|? = 1+ 4u? + 9v?; vgl. §2.1.

Also ist

(LM) _ 1 <<¢uu\"> (<I>w|n)> _ 1 (2 0 )

MN) = pG—r2 \(Puuln) (Puoln) ) T\ [iia2ggpr 0760
(c) Es wird

—12v —120
Kaaus = %12:1\1;[22 - 11122212”;4 - 11:222127};4 - (1+4;21—2|—v9v4)2 :
(d) An der Stelle (if) = (8) ist (%5) = ((1)(1)) und (]ﬁ%) = (38) dank (c). Also ist dort
W= (EE) () = D7) - Y

Die Hauptkriimmungen sind die Eigenwerte von W, also 2 und 0.



Aufgabe 3 (4+1+42 = 7 Punkte)

Wir betrachten die Kurve, die durch
cos(t)
C(t) = (cos(t))
sin(t)

Fiir Berechnungen kann s, := sin(¢) und ¢, := cos(t) abgekiirzt werden.

parametrisiert ist, wobei ¢ € [0, 27].

(a) Man bestimme den Tangentenvektor v(t), den Normalenvektor n(t) und den Binormalen-
vektor b(t) fiir ¢ € [0, 27].

(b) Man bestimme die Kriimmung «(t) fiir ¢ € [0, 27].

(c) Man bestimme die Torsion 7(t) fiir ¢ € [0, 27].

Lésung.
Vorbereitend ist

cw = (2). cw=(=). <cw=(=). =),

IC'()] = V2si+cf = V1+si.

Also wird

o(t) = S8 VTC) .
et x o) = () x (3) = ()
Also ist |C'(t) x C"(t)| = /2. Damit wird
n(t) = waem (IC'OI1C" (1) = 1C'1)]'C'(1)
= GO () b 2 ()

—ct —st
= T +sD () —sve (F)

—Ct fsf Ct +Sf Ct
1
= —\/5(1+sf)1/2 —cCt —sf Ct +s§ Ct

—st fstsff St cg

1 o

_= _ —C¢t
2\1/2 ‘

\/5(1+St) / —2s,

_ cwmxerw a1 (1
b(t) = Gxor = 75( é) :

Ferner wird

Schliefilich ist

(b) Es wird

_ lcwxcrw] _ e
A = Sowr - T ameE



(c) Es wird
() = Emeerae det(C'(),C (1), C"(t) = %det(iii i ) =0,

Ct —St —C¢

da die ersten beiden Zeilen dieser Matrix iibereinstimmen.



Aufgabe 4 (3+3+2 = 8 Punkte)
Sei U := [0,27] x (=5, +7%). Es parametrisiert

z

cos(¢p) cos(z)
d . U— Rg : (f) — @((,072) = (sin(gp)cos(z))

die Rotationsflache S, die durch Rotation des Graphen der Cosinus-Funktion um die x3-Achse
entsteht.

Sei c(t) := () fir t € [ = (—%,+%).
Wir betrachten die Kurve K auf S, die durch ®(c(t)) parametrisiert wird.

Fiir Berechnungen kann s, := sin(yp), ¢, := cos(y) usw. abgekiirzt werden.

(a) Man bestimme die Matrizen (), (]j;g g*;) und (% 52)
(b) Man bestimme die Matrizen I'* und I'?, die die Christoffelsymbole enthalten, fiir (£) € U.

(c) Ist K = ®(c(I)) eine Geodéate auf 7

Lésung.
(a) Es ist
CpCz —Sy Cx —Cyp Sz
o = (chz) , wa = <C¢Cz> , b, = <s¢sz> .
z 0 1
Es wird
E = (9,|0,) = Cgv F o= (®,]®,) =0, G = (2.],) = Sz‘i‘l-
Somit ist
E5 = (22) . BE) = (). (BE) = (veal) e ().

) -1 o2
(b) Esist (pg) = ( p (SZJFOl)fl )
Es wird
Y\ _ (EF\! iE {22 0 0 _ 0
() = GO (:5) = (5 ) () = (o)

Es wird

Es wird
Y\ _ (EF)—l_ Fo=3Go\ _ (22 0 ( 0 ) _ 0
%) — \FG ia, — Lo 2+t ) \sse) T Asee(s2+D)7t) -
Zusammen ist also
1 0 —cils, 1 01
r = (—cz_lsz 0 ) - C, Sz(lo)

2 -1
r = <Czs2(sz+1) ; ) = s.e(s2+ 1)1 (pY)

0 sz Cz(s2+1)"1



(c) Wir priifen die Geodéten-Bedingung.
Es ist ¢(t) = (28) = (9) Esist d(t) = ((1)) Esist '(t) = (8).

Einsetzen von c(t) = (?) fiir (¥) gibt ferner

(BH = (§2),  (EBE) = 0D, (BE) = (5l

rl — 01 70;1& ]—Q _ Czst(sf—i-l)_l 0
—c, st 0 ’ 0 s¢ce(s2+1) 71 '

und

Damit wird

CN‘"(E:;S?) _ 1 (C/T (gg) C"—l—%C/T (%gfo)c“c’ﬁ%cm (?‘jgi)C,'clz)‘C,

C/T(f:g)c/
= (o) + (sm(sgﬂ),l> - sglﬂ (0+0+1-2s¢,-1) - (9)
0 St Ct
= (stct(s§+1)’1> - strl ((1))
= (o) -

Somit ist K = ®(¢(1)) eine Geodite auf S.




