Kiinzer (Barthwal, Corso, Giinthner, Huber, KrauB3, Winkle) 28.02.2024

Klausur zur Hoheren Mathematik 3

fiir Ingenieurstudiengénge

Beachten Sie die folgenden Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: Vier eigenhéndig handbeschriebene Seiten DIN A4.

e Wer den Klausurraum vor Ende der Bearbeitungszeit endgiiltig verlésst, hat damit zu rechnen,

dass seine Klausur als nicht bestanden gewertet wird.
e Eintragungen mit Bleistift oder Rotstift sind unerwiinscht.

e In den Aufgaben 1-5 sind vollstandige Losungswege anzugeben. Die Bearbeitung dieser Auf-

gaben ist auf gesondertem Papier vorzunehmen.

e In den Aufgaben 68 sind nur die fertiggerechneten Endergebnisse anzugeben. Diese sind in
die vorgegebenen Kiésten einzutragen. Nebenrechnungen sind hier nicht verlangt und werden

bei der Bewertung nicht beriicksichtigt.
e Es sind insgesamt 40 Punkte erreichbar.

e Die Priifungsergebnisse werden voraussichtlich ab dem 11.04.2024 im Campus-System

bekanntgegeben.

VIiEL ErRFoOLG!
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Klausur zur Héheren Mathematik 3 28.02.2024

Aufgabe 1 (24244+43+1 = 12 Punkte)
Sei Ji={ (1) €R? 1 ad+af <1, 01 >0, 2220 ).
Sei K die geschlossene Kurve, die J berandet.

Wir betrachten das Vektorfeld g : R? — R? : (i;) — g(T1,x9) 1= (zﬁx%)
(a) Skizzieren Sie den Bereich J und die Kurve K.

(b) Es soll K positiv orientiert parametrisiert werden. Zerlegen Sie dazu K in drei geeigenete

Teilkurven K7, Ky und K3 und parametrisieren Sie diese Teilkurven.
(c¢) Bestimmen Sie die Zirkulation Z(g, K) als Kurvenintegral.

(d) Bestimmen Sie [[;rot g(z)dzy dzs als Gebietsintegral unter Verwendung von Polarkoordina-

ten.

(e) Vergleichen Sie die Resultate aus (¢) und aus (d) und verifizieren Sie so in diesem Fall den Satz

von Green.

Lésung.

(a) Skizze von J und K = K; U Ky, U K3:

T2
1
Ko
Kg J
e )1 I

(b) Wir zerlegen die Kurve K wie in (a) skizziert in drei Teilkurven, K = K; U Ky U K.

Die Teilkurve K7 parametrisieren wir mittels

Cr o [0,1] 2R : tes Ci(t) = (g;;gg) = (g) .
Die Teilkurve K, parametrisieren wir mittels
G 0.5 2R s e o) = (820) = (50) -
Die Teilkurve K3 parametrisieren wir mittels
Gyt 0,1 =R 0o Go0) = (S0 = (1) -
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(c) Die Zirkulation wird wie folgt berechnet.

Z(g,K):/Olg(Cl(t))o(g?;g) dt+/0’5 g<02<t>).(g§;§g) dt+/olg(03(t))o<

Fiir das erste Integral erhalten wir

[ewn@ya - [ ()+()s

Fiir das zweite Integral erhalten wir

/0 ' g(Ca(t)) ® (Ejgﬁii) dt = /0 : (Cosl<t>> . (;2;??) dt

(— cos(t) sin(t) + cos(t)) dt

ot 2
_ [COS( >—|—sin(t)]
4 0
_ Ly
4 4
1
= 3.

Fiir das dritte Integral erhalten wir

[ocme (@) - [ ((1 f@g) : (_01> y

1

I
S—— S—

—(1—t)*dt
1
= —1+2t—t*dt
1!
= {—t + 12 — —]
310
1
-3
Die gesamte Zirkulation ist also gegeben durch
1 1 1 2
(g K) = —4+-—=- = —.
(d) Die Rotation von g ist
dga  Oqi
t = ——— =2
rot g(z) 9r O 1
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Unter Verwendung von Polarkoordinaten berechnen wir das Integral

1
/ 2r cos(p)rdrde
0

3!
{2 Cos(ga)—] de
3 1o

Jf, rot glx) day day = /0

Jus
2
us
2

(e) Wir erhalten
2
Z(g,K) = 3= // rot g(x) dzy dzs .
J

Dies bestétigt den Satz von Green im vorliegenden Fall.
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Aufgabe 2 (34141 = 5 Punkte)

Wir betrachten die folgende Differentialgleichung.
vy’ —y —(r+1)y =0

(a) Uberpriifen Sie, dass g(z) = e~ und h(z) = ¢®(2x — 1) Losungen auf R sind.

(b) Bestimmen Sie fiir g, h die Wronskimatrix W(1).

Uberpriifen Sie: ¢, h ist ein Fundamentalsystem der betrachteten Differentialgleichung.

(c) Bestimmen Sie alle Losungen der betrachteten Differentialgleichung.
Lésung.

(a) Wir bestimmen die Ableitungen

g@) = —o g(r) = o
h(z) = e (2x—1)+2e"=¢e"(2x+1) h'(z) = e"(2r+1)+2e" =e"(22 +3) .

Einsetzen gibt

e P —(—e ) —(z+l)e " =xeT4+e T —xzet—eT=0
re®(2r+3) —e*(2x 4+ 1) — (x + 1)e*(2z — 1)
= ze*(2x+3—-2—-2x—1)+e"(—-1+1)=0.

Folglich sind beide Funktionen Losungen der Differentialgleichung.

e—l

(b) Fur g,h ist W(1) = ( ) ; ) und det(W(1)) = 3+ 1 =4 # 0, unter Verwendung der
—e ' 3e
Ableitungen aus (a). Somit bilden g und h ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung.
(c) Jede Losung ist von der Form

flz) = c-e7"4d-e*(2x — 1),

wobei ¢, d € R.
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Aufgabe 3 (244 = 6 Punkte)

Sei f: R — R die ungerade 27-periodische Funktion, die fiir 0 < z < 7 gegeben ist durch

z fir0<z<

B

fz) =

oy

fir ? <z <m.
(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(x) fir —7 < z < 37.
(b) Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von f(z).

Lésung.

(a) Skizze von f(z):

b

3

(b) Es ist a, = 0 fur alle n € Ny, da f ungerade ist.

Wir erhalten fiir n € N

2 ™
b, = —/ f(z)sin(nz) dz

7r
2 o

= — / x sin(nz da:—l—/ — sin(nz) dx)
s 0 g 2
2 1 T

= — / x sin(nz dx) {——cos(nx)}
T n T

[ME]

— % { — cos(nx) r +/O %cos(nx) d:zc) — % <008(n7r) - Cos(%))

0

= —l cos(mr> + i [Sm(”x)]o% - l <COS(mT) N COS(@))

n 2 n2m n 2
2 (mr) 1 ( )
= ——sin|— ) — —cos(nr
n2m 2 n
2 nmw 1
= sin( ) — = (=)
n27rsm(2> n( )

Somit ist die Fourier-Reihe von f(x) gegeben durch

Fourier  (« Z (— sm( ) - % (—1)"> sin(nz) .

Seite 6 von 11



Klausur zur Héheren Mathematik 3

28.02.2024

Aufgabe 4 (2414241 = 6 Punkte)

Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

Sei A := (7‘;’ 7;) Es sind (i) und (j) Eigenvektoren von A.
(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir ¢y = Ay.

(b) Bestimmen Sie die Wronskimatrix Wyys(2) zum Fundamentalsystem aus (a).
Berechnen Sie Wyys(z) ™.

(c) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung f,(z) von v = Ay + (

(d) Bestimmen Sie alle Losungen von y' = Ay + (fii)

Lésung.

(a) Esist

Es ist

y’=<_

A(}

A(j

3

(- ()

und daher (}) ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = 2.

(9o

und daher <7}> ein Eigenvektor zum Eigenwert \y = 4.

Da A zwei verschiedene reelle Eigenwerte hat, ist A reell diagonalisierbar. Also bilden

ein Fundamentalsystem.

(b) Die Wronski-Matrix dieser beiden Losungen ist Wyys(z) = (

Es wird

WSyS(x)_l = <

Ju(@)
fo(z) = e* (,

Alternativ kann man auch rechnen:

=

N | —

= (1

5 (3
<
<

1-1

1 _e4z _e4z
“ebr _gbr | _e27 22

Wys(z)™ = Wsys<ozlwsys(—x)WsyS(tJ)‘l
}) .<g:§§_
1) ) (6—295_
=) (1)

e—2.'r, e—Q.T,
6741 _6742
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(c) Wir bestimmen eine partikuldre Losung mit dem Ansatz f,(z) = ci(x)fuy(z) + cao(2) fiz ().

ci(x) _ _e3z e—2r  o—2w o3 0
(42) = Wi () ~ 1 (FE5) () - ()

Somit konnen wir Stammfunktionen ¢;(z) = 0 und cy(z) = e~* wihlen.

folz) = 0-¢e* (i) +e " et (_}) = " (_}) .

(d) Jede Losung von y' = (_i’ 7;) Y+ (fZ) ist dank (a) und (c) von der Form

Hierzu wird

Es wird

fl@) = fole) +difin (@) + dafin(a) = € (L]) +die? (1) + e () .

wobei di, dy € R.

Seite 8 von 11



Klausur zur Héheren Mathematik 3 28.02.2024

Aufgabe 5 (24241 = 5 Punkte)
Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung
Ut = Ugy

mit Randbedingungen
u(0,t) = 0, wu(mt) =0 firt >0
und Anfangsbedingung

u(z,0) = 3sin(x) + sin(3z) fir x € [0, 7] .
(a) Bestimmen Sie die Losung u(x,t) der Warmeleitungsgleichung, die die obigen Rand- und
Anfangsbedingungen erfiillt.

(b) Uberpriifen Sie zur Probe die Losung u(z,t) aus (a) durch Einsetzen in die Warmeleitungs-

gleichung u; = ., .
(c) Die Funktion u(%,t) besitzt ein globales Maximum auf R .
Bestimmen Sie die Stelle ¢y € R.g, bei der u(F,t) dieses Maximum annimmt.

Lésung.

(a) Da u(z,0) = f(z) = 3sin(z) + sin(3x), ergeben sich als Fourierkoeffizienten der ungeraden

27m-periodischen Fortsetzung von f(x)

3 firk=1
b, = 1 fiirk=3
0 sonst.

Als Losung erhalten wir also mit L = 7 und a = 1 wegen 7 =1

u(z,t) = Z by sin(kz)e ™t = 3sin(z)e ™" + sin(3z)e ™ .
k=1

(b) Es wird
0
Uy = %(3 sin(z)e™ +sin(3x)e™™) = 3cos(x)e" + 3cos(3z)e " .
Es wird
a —t —Ot : —t : —9t
Upy = 8_(3 cos(z)e™" + 3cos(3x)e™™) = —3sin(z)e™" — 9sin(3x)e " .
x
Es wird
u = a(3 sin(z)e™" +sin(3r)e™”) = —3sin(z)e”" — 9sin(3x)e " .

Also ist in der Tat u; = ugy .
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(c) Esist

u(.1) = 3sin(F)e ' +sin(Fle ™ = 3ot e
Es wird
Du(Z,t)=—3e"+9e " = -3¢ (1-3¥).

Dies wird genau dann null, wenn 1 = 3e~% ist, also €% = 3, also 8¢ = In(3).
Somit ist ty = @ die einzige kritische Stelle von u(3,t) auf Ry, .

Da die Existenz eines globalen Maximums auf R-( als bekannt vorausgesetzt wurde, befindet

sich dieses globale Maximum an der Stelle

In(3)
.

to =
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Name, Matrikel-

Vorname: nummer:

Aufgabe 6 (2 Punkte)

. : . a*+3
Losen Sie das Anfangswertproblem ¢’ = g y(0) = -1 :

Aufgabe 7 (2 Punkte)

. 2(s+1)
Sei F(s) = ————.
el F(s) s24+2s+10
Geben Sie die Funktion f(t) an, welche als Laplace-Transformierte £(f(t)) = F(s) hat:
f(t) = 2e7" cos(3t)
Bestimmen Sie: L(e7'x* f(t)) = 2
52 +2s+ 10
Aufgabe 8 (2 Punkte)
Wir betrachten die Kurve K = {<z> eER?|y*=2,0<2<1,0<y< 1}
Sei R der Drehkorper, der durch Rotation von K um die x-Achse entsteht.
Skizzieren Sie K. Berechnen Sie das Volumen V' von R.
Y
1 4
0,75 1
Ski K v il
izze von K: = -
v 0,5- 5
0,25 -
T T T T x
0,25 0,5 0,75 1
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