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Klausur zur Hoheren Mathematik 3

fiir Ingenieurstudiengénge

Beachten Sie die folgenden Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: Vier eigenhéndig handbeschriebene Seiten DIN A4.

e Wer den Klausurraum vor Ende der Bearbeitungszeit endgiiltig verlésst, hat damit zu rechnen,

dass seine Klausur als nicht bestanden gewertet wird.
e Eintragungen mit Bleistift oder Rotstift sind unerwiinscht.

e In den Aufgaben 1-5 sind vollstandige Losungswege anzugeben. Die Bearbeitung dieser Auf-

gaben ist auf gesondertem Papier vorzunehmen.

e In den Aufgaben 67 sind nur die fertiggerechneten Endergebnisse anzugeben. Diese sind in
die vorgegebenen Kiésten einzutragen. Nebenrechnungen sind hier nicht verlangt und werden

bei der Bewertung nicht beriicksichtigt.
e Es sind insgesamt 40 Punkte erreichbar.

e Die Priifungsergebnisse werden voraussichtlich ab dem 07.04.2025 im Campus-System

bekanntgegeben.
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Klausur zur Héheren Mathematik 3 26.02.2025

Aufgabe 1 (24441 = 7 Punkte)
Wir betrachten die Differentialgleichung
y" 4+ 4y + 5y = 22%e " .
(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die zugehorige homogene Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie eine partikulidre Losung f,(z) von y” + 4y’ + by = 2x%e 7.

Liegt hierbei der Resonanzfall vor?

xT

(c) Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung " + 4y’ + 5y = 2x%e 2.
Lésung.

(a) Das charakteristische Polynom ist p(X) = X% +4X + 5.

Wir berechnen die Nullstellen A;, A\ mittels der Mitternachtsformel

—4++/16—-20 —4+2i
2 2

Mg =

und erhalten A\; = =2 +1 und Ay = —2 —i.

Das zugehorige Fundamentalsystem ist gegeben durch:
fi(z) = e *sin(z), folz) =e * cos(x) .

(b) Die rechte Seite der Gleichung hat die Form r(x)e#*, wobei r(z) = 2z* ein Polynom von Grad
2und p = —1 ist.
Da p keine Nullstelle von p(X) ist, befinden wir uns im Fall ohne Resonanz. Wir setzen daher
an

folz) = (522 + 512+ sp)e™*

Wir werten das charakteristische Polynom in D + p aus, wobei D der Differentialoperator ist.
Es gilt
P(X—1)=(X -1 4+4X-1)+5=X>-2X+1+4X —4+5

= X2 4+2X +2
und daher p(D — 1) = D? 4+ 2D + 2.
Nun wenden wir p(D — 1) auf den Polynomanteil soz? + s;7 + 59 des Ansatzes an und setzen
dies gleich mit dem Polynomanteil 222 der rechten Seite:
222 = p(D — 1)(s92% + 512 + $¢)
= (D? + 2D + 2)(s22% + 512 + 50)
= 259 + 2(2891 + 51) + 25,27 + 25,7 + 250
= 25007 + (489 + 251) + 285 + 251 + 250
2% = 592% + (285 + 81) + 89+ 51+ 8o
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Koeffizientenvergleich liefert s =1, s = —2 und sg = 1.
Somit ist f,(z) = (#* — 2z + 1) e™* eine partikulire Losung.
Alternative Losung.

Wir berechnen die Ableitungen des Ansatzes bis zur zweiten Ordnung:

i) = —e™* (32932 + 517+ so) +e7" (2521 + 1)
=e” (—32x2 + (289 — s1)x + 81 — So)

fo() = =7 (—s2a® + (252 — s1)T + 51— 50) + ¢ 7 (s2(—22 + 2) — 51)
—e* (32:1:2 + (51 — 4s9)x + so — 251 + 252) )

Wir setzen in die Differentialgleichung ein:

22%7" = e " (s9x? + (81 — 489)T + 5o — 281 + 289) + 4 - €77 (—597% + (289 — $1)T + 51 — So)
+5 e (521 + s12 + 5o)
= e ° (282?[32 + (281 + 482)$ + 250 + 251 + 232)

Gelten soll also: (2s92? + (281 + 482)x + 250 + 251 + 289) = 222
Koeffizientenvergleich liefert s =1, sy = —2 und sg = 1.

Somit ist f,(z) = (z? — 2z + 1)e™* eine partikulire Losung.
(c¢) Jede Losung der Differentialgleichung ist von der Form

f(z) = cre **sin(x) + coe”* cos(w) + e (2% — 2z + 1) mit ¢, c0 € R.
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Aufgabe 2 (1+4+1 = 6 Punkte)

“111
Sei A := < 01 1). Wir betrachten das Differentialgleichungssystem ' = Ay.
001

0 0
(a) Sei B:= A —E3 und v := ( ) Man bestimme das minimale k > 0 mit B*v = (0>.
2 0

(b) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von y' = Ay.

Berechnen Sie fiir die zugehorige Wronski-Matrix Wys(2) die Determinante det Wgys(0).
(c) Bestimmen Sie alle Losungen des Differentialgleichungssystems y' = Ay.

Lésung.

211
(a) EsistB—A—E3—( 001).

000
Es wird
211 0 1
o= () () - )
000 2 0
Es wird
211 1 0
B?*v = B(Bv) :( 001> (2) = (0) .
000 0 0
Also ist k = 2.

1
(b) Mit z := (0> ist Az = —z. Also ist z ein Eigenvektor von A zum Eigenwert —1. Dies gibt die

0
vektorwertige Losung
1
ufe) = < (1)
0
Wir erhalten aulerdem die Lésungen
oo () <)
A ZL’ BO 0 _ M
fa(@) =" 7 Bv+ 4 1)) =)

Die Wronski-Matrix zu fuj(x), fiz(2), fiz)(x) ist

L

0 0 2e”

O N =

Somit wird

det Wyy(0) = det (

Da det Wy5(0) # 0, liegt in der Tat ein Fundamentalsystem vor.

OO =
ow»—\

(¢) Jede Losung ist von der Form

flx) = difp(r) +dafig(z) + dsfiz(z)

1 1 T
= dje" (0) + dye” (2) + dze” <2x—1) ,
0 0 2

wobei dl, dg, dg € R.
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Aufgabe 3 (24442 = 8 Punkte)

Sei f: R — R die ungerade 27-periodische Funktion, die fiir 0 < z < 7 gegeben ist durch

x fir 0 <z <

e

fla) =

T—x fﬁr§<x<7r.
(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(z) fir —37 < z < 3.
(b) Berechnen Sie die Fourier-Reihe von f(z).
(c¢) Verwenden Sie die Parsevalsche Gleichung und die Fourier-Reihe aus (b), um

$= (en(r)

4
n=1 n

zu berechnen.
Losung.

(a) Die Skizze ist in der Abbildung dargestellt.

vl

L | /\ | I ! } ) €T
_WQW_SJ —M\—Z Wﬂ om 3
2 T | 2
2

ol

(b) Esist a, = 0 fiir alle n € Ny, da f ungerade ist.

Wir erhalten fiir n € N

2 ( [® T
b, = — / xsin(nzx) dz + / (m — x) sin(nz) d:c)

™ 0 %
2 1 | "1

=— | |[—x—cos(nz)| + —cos(nx)dz + | —(m — :c)— cos(nx) — cos(nx)
7T n o Jo m g n’
2 w1 s 1 LR s

=— | —g; cos <n§> 3 sin(nz) ) + 5 cos <n§> — | = sin( nx

201 . ( 7r> 1. (n7) + 1 . ( 7r>

= — | 5sin(ng 58I (n) + —5 sin (ng

4 ( 7r>
= ——sin (n—-
Somit ist die Fourier-Reihe von f(z) gegeben durch

4
Fourier(z Z by, sin(nx) Z — sin (n%) sin(nzx).

mn?
-1
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c) Zuerst berechnen wir das Integral des Quadrats der Funktion.

7112 = / I

:2(/0 T dx+ ;(w—x)de>
—9 ([%ﬁ (7r _ az)3] )
(53

- 6
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Klausur zur Héheren Mathematik 3 26.02.2025

Aufgabe 4 (14+1+1+1+3+1 = 8 Punkte)

u
Sei J 1= {(5) ER|u2+02 <1} Sei @ R2 SR : (Y) > du,v) = v | Sei §:=d(J).
eu2+v2
1 —L2
Wir betrachten das Vektorfeld g : R® — R3 : (zg) — g(x1, 29, 13) 1= T
T3 I%

(a) Parametrisieren Sie den Rand von J in positiver Orientierung mit einer Funktion C.

(b) Bestimmen Sie die Funktion (® o C')(t) = ®(C(¢)) und deren Ableitung (® o C')'(¢).

(c) Berechnen Sie [, g(z) e dz als Kurvenintegral unter Verwendung von (b).

(d) Bestimmen Sie &, x ¥, .

e) Berechnen Sie [/ rot(g) @ ndO als Flichenintegral unter Verwendung von Polarkoordinaten.
)

(
(f) Vergleichen Sie die Ergebnisse aus (c¢) und (e) und verifizieren Sie so in diesem Fall den
Satz von Stokes.

Lésung.

sin(t)

(a) Wir parametrisieren den Rand von J mittels C : [0,27] — R? : ¢ (Cos(t)>.
cos(t)

cos(t)
(b) Es ist (@0 O)(t) := B(C(1)) = ( sin(t) ) - <sin<t>>.

(cos(t))2+(sin(t))? e

—sin(t)
Davon die Ableitung ist (® o C)'(t) = ( cos(t)) .

0
(c¢) Es wird
2T
[ s@edr= [ a(@ocyme@ocy a
S 0
2m cos(t) — sin(t)
:/ g ((sin(t))) ° ( cos(t) ) dt
0 e 0
21/ _sin(t) — sin(?)
:/ ( cos(t) ) ° ( cos(t) ) dt
0 (cos(t))? 0
2m 2m
= / sin(t)? 4 cos(t)* dt = / 1dt =27 .
0 0
(d) Es wird

1 0 —2ue“2+“2
(I)u X (I)v = 0 X L = _opet o | .
2ue“2+“2 2ve"2+“2 1
(9)( )= (Brom ) x ( )
rot(g)(x1, T2, x3) = | 9/022 | X 7 | = | —221
T 8/ds a2 2
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Damit wird

J[[rotta) a0 = [[ sot(a)@(u0)) o (@) x @1 0)) duct
L) (5 v
= / /J Auve” ™ + 2dudo

p=27 r=1 )
/ (47 cos()r sin(¢)e(” cos(t)*+(rsin()* | 2) -rdrde
r=0

T~

»=0
=27 r=1

= / 4r® cos(ip) sin(p)e™ + 2r dr dg
P
r=1 )
= / / 413 cos(¢p) sin(p)e™) + 2r dp dr
r= ©
r=1 =27 1 )
= / / 4r3§ sin(2p)e™) 4 2r dp dr
r ¢

=27

-1
= / [—'r?’ cos(2¢)e") + 2r¢ dr
r= =0

(f) Wir erhalten

/ g(x)e dx © op © //rot(g)ondO.
oS S

Dies bestétigt den Satz von Stokes im vorliegenden Fall.
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Klausur zur Héheren Mathematik 3 26.02.2025

Aufgabe 5 (14242 = 5 Punkte)
Wir betrachten die Wiarmeleitungsgleichung

1
Uy = guz:c,

mit Randbedingungen
uw(0,t) =0, wu(l,t)=0 firt>0

und Anfangsbedingung

T falls 0 < z

<1
2 fir z € [0, 1].
1—= falls%<x<1

u(z,0) = f(x) = {

Die Fourierkoeffizienten b,, der ungeraden 2-periodischen Fortsetzung von f sind fiir n > 1 gegeben

durch b,, = sin (nﬁ)

2

n2 2

(a) Bestimmen Sie die Losung u(z,t) der Warmeleitungsgleichung, die die obigen Rand- und An-

fangsbedingungen erfiillt.
(b) Uberpriifen Sie Ihre Losung aus (a) durch Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung u; = 2, .

(¢) Uberpriifen Sie: Die Funktion u(z, 5) hat ein lokales Maximum an der Stelle 25 = 1. Verwenden

Sie dazu, dass b, = 0 ist fiir gerades n.

Lésung.

(a) Mit a® = £ und L =1 ist

2. 2

a2n27r2 b SlIl 7’L— nemw
u(z,t) = an sin (%x) e 7 = Z4M sin(nrz)e” 5 °

(b) Es wird

3 jus 2.2
= >, 4812(22;5 ) nmcos(nrr)e 5 !

s us 2_2
= > 4sm<n2) cos(nmr)e™ "5t

n=1 nmw

Es wird

q jus n27r2
Upy = £ (Zzolélsmg"’)cos(mm)e_ 5 t>

a3 jus 2. 2
= >, —4”7;727) nmsin(nrr)e” "5 !

n27r2t

= >, —4sin (n3)sin(nmx)e” s

L~

Es wird

Si z 2 2
uo= g (22021 4512(27:,;5) sin(nmz)e™ "5 f)
3

i z 22

n2n2

q jus 2 2
= >, _4sm(gg) sin(nrr)e™ "5 ¢,

Also ist in der Tat u; = %um )

Seite 9 von 11



(c) Esist
> 4 ™ ™ 2.2
1 _ : —neTe __
Uy (3,5) = E — sm<n§> cos<n§> e =0.
1 —_———— ——

=0 fiir =0 fiir
n gerade n ungerade

Also liegt bei zy = 3 eine kritische Stelle der Funktion u(z, 5) vor.

Es ist

> 2 2.2
Upe(3,5) = Z —4 <sin (n%)) e " <0.

n=1 N

Vv
> 0 falls n ungerade,
= 0 falls n gerade

Somit hat die Funktion u(z,5) ein lokales Maximum an der Stelle zyp = %
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Name,

Vorname:

Matrikel-

numimers:

Aufgabe 6 (1+2 = 3 Punkte)
SeiD::{@) eR?|1<2 <2, s <y<in}.

(a) Skizzieren Sie D.

» 2

(b) Stellen Sie D als Normalbereich beziiglich der y-Achse dar. Berechnen Sie [/ p2vdzdy.

(1) eri<y<t, <o)

// 2vdxdy =
D

[« [e]

Aufgabe 7 (1+141 = 3 Punkte)
Wir betrachten die Differentialgleichung

fiir y = y(t) mit den Anfangsbedingungen y(0) = 0, 3/(0) = 0.

y' + 16y = 64t

Sei f(t) die gesuchte Losung dieses Anfangswertproblems.

Sei p(X) das charakteristische Polynom von y” + 16y = 0.

(a) Bestimmen Sie U(s) = -~ =

1
p(s) 82 + 16
ﬁ ist auch richtig.

(b) Bestimmen Sie u(t) = L7Y(U(s)) = < sin(4¢)

(c) Bestimmen Sie f(t) als Faltung: f(t) = u(t) * 64t =

4t — sin(4t)
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