Kiinzer (Giinthner, Kerr, KrauB3, Lang, Schlegel) 20.08.2026

Klausur zur Hoheren Mathematik 3

fiir Ingenieurstudiengénge

Beachten Sie die folgenden Hinweise:

e Bearbeitungszeit: 120 Minuten.
e Erlaubte Hilfsmittel: Vier eigenhéndig handbeschriebene Seiten DIN A4.

e Wer den Klausurraum vor Ende der Bearbeitungszeit endgiiltig verlésst, hat damit zu rechnen,

dass seine Klausur als nicht bestanden gewertet wird.
e Eintragungen mit Bleistift oder Rotstift sind unerwiinscht.

e In den Aufgaben 1-5 sind vollstandige Losungswege anzugeben. Die Bearbeitung dieser Auf-

gaben ist auf gesondertem Papier vorzunehmen.

e In den Aufgaben 68 sind nur die fertiggerechneten Endergebnisse anzugeben. Diese sind in
die vorgegebenen Kiésten einzutragen. Nebenrechnungen sind hier nicht verlangt und werden

bei der Bewertung nicht beriicksichtigt.
e Es sind insgesamt 40 Punkte erreichbar.

e Die Priifungsergebnisse werden voraussichtlich ab dem 12.10.2026 im Campus-System

bekanntgegeben.

VIiEL ErRFoOLG!
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Aufgabe 1 (24+2+44+3+1 = 12 Punkte)

Sei J = { <x1)eR2
4

Sei K die geschlossene Kurve, die J berandet.

2
Seig:R2—>R2:(I1>»—>g(x1,x2):< x2>.
i) er2

(a) Skizzieren Sie den Bereich J und die Kurve K.

—1<x1<2,x%<x2<x1+2}.

(b) Es soll K positiv orientiert parametrisiert werden. Zerlegen Sie dazu K in zwei geeignete Teil-

kurven K7 und K5 und parametrisieren Sie diese Teilkurven.

(c¢) Bestimmen Sie die Zirkulation Z(g, K) als Kurvenintegral.
(d) Bestimmen Sie / / rot(g) dz; dzy als Gebietsintegral.
J

(e) Verifizieren Sie in diesem Fall den Satz von Green.

Lésung.
(a) Skizze von K = K U Ky:

X2

— 2
\\ I‘ .’L‘Q — ZEI
\ I
!
\\ 4 |
\
\\ K2
\\ 3 i
\
\
\
Y 2 K,
\
\\ J'
\
1 4
T T T T X1
—1 1 2 3

(b) Wir zerlegen die Kurve K wie in (a) skizziert in zwei Teilkurven, K = K; U K, .

Die Teilkurve K parametrisieren wir mittels

Cr o [1,2] 5 R? : ts OL(t) = (g%g) _ (t> .

Die Teilkurve K5 parametrisieren wir mittels

Gt [0,1] =R e o) = (E200)) = (3 -
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(c¢) Der Zirkulation wird wie folgt berechnet.
2 1
C1a(®) C31(1)
20.5) = [ aCio)e (G20 e [ atcane (G10) ar

Fiir das erste Integral erhalten wir

[ocons(@ya = [ (@)e@)a

2
2% 4 2te™) q¢

—_

Il
— — —

2 2
— 22 dt + / ot dqt
-1 -1

u=t? 24312 ! u
= [5t°]5, + [ e"du
1

du =2t dt

= B (-2 4ei=6+¢"—¢

Fiir das zweite Integral erhalten wir

1 1
Ch L (t) 2(4—3t _
[ ocmne (G e = [ (). () a
0 ’ 0
1
= / 18t — 24 — 3e* 3 dt
0
= [9f® — 24t + ']

= 9—2+e—et=—15+e—¢!

Die gesamte Zirkulation ist also gegeben durch
Z(g,K) = (6+e'—e)+ (=15+e—e*) = —9.

(d) Die Rotation von g ist

0 0
rot(g)(zy,x2) = 8—?; - a—i; =0—-2=-2.

2 142
// rot(g) dzy dzsy :/ (/ -2 dxg) dz;
J -1 x2

= -2 x1—|—2—xfdx1

Wir berechnen:

Seite 3 von 13



(e) Wir erhalten
Z(g,K) © 99 // rot(g) dzy das
J

Dies bestétigt den Satz von Green im vorliegenden Fall.
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Aufgabe 2 (24441 = 7 Punkte)
Sei f: R — R die ungerade 8-periodische Funktion, die fiir 0 < x < 4 gegeben ist durch

r falls0<z <1
flz)=1491 falls1 <z <3
0 falls3<z<4

(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(x) auf dem Intervall [—4, 12].
(b) Berechnen Sie die Fourier-Reihe von f(z).
(c) Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung

U = 12Uzpy

mit u(z,0) = f(z) fir € [0,4] und w(0,t) = 0 = u(4,t) fur t > 0.

Bestimmen Sie die Losung u(z, t).
Lésung.

(a) Skizze des Graphen von f(z):
f(z)

ﬂ A *;

-4-3-2-1}12 8 9 10 11 12
1

w9
S
(Sz 8
(<P
~J

(b) Esist a, = 0 fur alle n € Ny, da f ungerade ist.
Wir erhalten mit L =4 firn e N

5 o
= (/0 x - sin(7 )dx+/131 sin (" )d:c—l—/:O sin(7f* )dx)

/olxsm( )dx+{ %13
:% [m(_%ﬂl_/l de—{%]}
(—400s ) {16871:21”2 ] B <4CO7ST<H4 ) 40?2;)))

1 ( 4 cos("}) N 16 sin( ") 4 cos (222 I )+ 4608(%))

™ m2n2 ™ ™

~ 8sin(7) 2(308(37;1)
2n? ™m

T

Seite 5 von 13



Somit ist die Fourier-Reihe von f(x) gegeben durch

Fourier (z) = f: (Ssm(%) - 2003(377”)) sin( 7).

m2n2 ™

n=1

(c) Mit a®* =12 und L = 4 ist

2.2 2

o)
= Z by, sin(%x)efa !

3
_ 8 sin(~* 2005( TN L\ 122202,
— sin(Ttr)e” 1
w2n ™m
3mn

8 sin (=t 2cos( TN . _sx%a?,
— mn 1
ng_l < 7r2n2 — sin(Ttx)e
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Aufgabe 3 (24342 = 7 Punkte) Wir betrachten die Differentialgleichung
y' + 2y — 15y = (T + 8)e**
(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die zugehorige homogene Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie eine partikulidre Losung f,(z) von y” 4 2y’ — 15y = (7x + 8)e?*.

Liegt hierbei der Resonanzfall vor?

(c) Losen Sie das Anfangswertproblem fiir die Differentialgleichung y” + 2y’ — 15y = (7Tz + 8)e*®
mit den Anfangswerten y(0) = —2, ¢/(0) = 11.

Lésung.

(a) Das charakteristische Polynom ist p(X) = X? 4+ 2X — 15 .

Wir berechnen die Nullstellen A;, Ay mittels der Mitternachtsformel

—24+ /64
2

)\172: I—l:i:4

und erhalten \; = —5 und Ay = 3.

Das zugehorige Fundamentalsystem ist gegeben durch:

(b) Die rechte Seite der Differentialgleichung hat die Form r(z)e#*, wobei r(z) = 7x+8 ein Polynom
von Grad 1 und wobei p = 2 ist.
Da 1 = 2 keine Nullstelle von p(X) = X?+2X —15 ist, befinden wir uns im Fall ohne Resonanz.

Wir setzen daher an:

fol@) = (s12 + s0)e™" .

Es gilt
PX+2)=(X+22+2(X+2)—15=X?+4X +4+2X +4-15

=X’ +6X -7

und daher p(D +2) = D? + 6D — 7.

Wir setzen f,(x) in die Differentialgleichung ein. Es sollte sein:

e® . (Tx +8) = fl(@) 4+ 2f5(x) — 15f,(x)
(D? +2D — 15)(fp(x))
= p(D)(e* - (s17 + $0))
e - p(D + 2)(s12 + o)
e* . (D? 4 6D — 7)(s17 + s0)
e? . (0 + 651 — 7(s1x + 8p))
- (

= e . (=Tsyx + (6s1 — Tsp))
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Koeffizientenvergleich gibt s; = —1 und sy = —2.
Somit ist f,(z) = (—z — 2) €** eine partikuldre Losung.
Alternative Losung.

Wir berechnen die Ableitungen des Ansatzes bis zur zweiten Ordnung:

fl(x) = 51€* + 2(s12 + 50)e** = e** (25,2 + 51 + 250)
fo(x) = 26*" (2512 + 51 4 2s0) + 251€°" = 4e* (517 4 51+ 59) -

Wir setzen in die Differentialgleichung ein:

(T + 8)e*™ = 4e** (s1x + 81 + So) + 2€*° (2517 + 81 + 28¢) — 15(s17 + s0)e*®
= e2$ (—7511' + 651 — 780)

Gelten soll also: (=7syx + 651 — 7sg) = Tx + 8.
Koeffizientenvergleich liefert s; = —1 und sy = —2.

Somit ist f,(z) = (—z — 2)e** eine partikulire Losung.

Alternative Losung zu (b): Variation der Konstanten.

Mit (a) erhalten wir die Wronski-Matrix

e—5x eSx
Wie) = —He 57 3ed

und ihre Inverse

3x _ A3z
W) - 1 3e e
e—53: . 3e3w _ (_56—590) . e3z 56—51 ef5z
B 1 3e3:): _e3x
- Qe—2x 5e—5m e—5r
B 1 36590 _6530
- 8 56—3x e—3a: ’

Wir bestimmen eine partikuldre Losung mit dem Ansatz f,(z) = di(z)fi(z) + do(z) fo(2).

Hierzu wird
@)y _ -1 0 _1 [ 3Pt e 0 _ 1 (—(Tz+8)e™
(d;(m)) o W(x) <(7$+8)e2x> — 38 ( Fe—3T =3 ) ((71‘-‘1—8)62;”) ) < (Tz+8)e™7 ) .

Mittels partieller Integration erhalten wir

—5 [(Tz+8)e™dz = —% ([2e™ (T2 +8)] — [ L™ dx)
= —% ([Fe™ (T2 + 8)] — [£e™])
= —ile™(x+1)]
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s [(Tx+8)e*dx = ([~ (Tx+8)]+ [Te"dx)
= §([—e*(Tz +8)] + [-7e™"])
= —ie " (Tz +15)] .
Somit kénnen wir Stammfunktionen d; (z) = —£e™(z+1) und da(z) = —te " (7z +15) wihlen.
Wir erhalten die partikulére Losung
folz) = —ie*(z+1) — 2* (T 4+ 15) = =™ (2 + 2) .

(c) Jede Losung der Differentialgleichung ist von der Form
f(z) = cre™™ + e + (—x — 2)e* mit ¢, cp € R.
Es gilt also
() = —beie ™™ + 3ce™ + (=1)e** + (=1 — 2) - 2™ = —5cje " + 3cpe®” + (=27 — 5)e*
und damit

f(O) 201—1—02—2; -2
F1(0) = =5cy 4 3¢y — 5 = 11

Aus der ersten Gleichung folgt ¢; = —cs. Einsetzen in die zweite Gleichung liefert 8cy = 16.
Also folgt ¢o = 2 und ¢; = —2. Die Losung des Anfangswertproblems ist also
f(z) = =27 4 2e° + (—x — 2)e?
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3 -2 =2 0
Aufgabe 4 (1424241 = 6 Punkte) Sei A := 2 —2 —2 |.Seib(z):=| —e®
-1 2 2 2e”
Wir betrachten das Differentialgleichungssystem
y = Ay+0b(x) .

1

Es ist ( 0) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 1.
1
2

Es ist (1) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 2.
0

0

Esist [ 1) ein Eigenvektor von A zum Eigenwert 0.

-1

(a) Geben Sie ein Fundamentalsystem von 3’ = Ay an.

(b) Berechnen Sie fiir die zugehorige Wronski-Matrix Wyys(x) die Matrix Wiys(0) ™
und damit Wyys(z) ™"

(c) Bestimmen Sie eine partikulidre Losung des Differentialgleichungssystems y' = Ay + b(x).

(d) Bestimmen Sie alle Losungen von ¢y’ = Ay + b(x).
Lésung.

(a) Wir erhalten die vektorwertigen Losungen

fule) = e ((11)) =" ((})
fiy(x) = e** (;)
fg(x) = e (_?) = (_?) :

Da drei verschiedene reelle Eigenwerte vorliegen, bilden fj), fig, fj3 ein Fundamentalsystem.

e® 2e2% ()
Wsys(m) = (0 o2 1)

Wir berechnen zunéchst Wyys(0) ™t
12 0[100 120
01 11010) ~» [0 1 1
10-1[001 0-2-1

Also ist Wyys(0) ™

(b) Wir erhalten

|
VRS
| [
—_ =
M»‘—‘l\’)
-
~__
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Damit wird

WsyS(x)il =

(c) Wir setzen an:
d(x) = Wes(z) ™" b(2)

Wir leiten auf zu:

Als partikulare Losung ergibt sich

he) = Wounyeto) = (38 1) ()

(2z+2)e”
— et .
2xe”

f(x) = f@) +dify(x) + dafig(z) + dsfiz ()

(d) Jede Losung ist von der Form

2x+2
= eiE 1
2x

wobei dy, ds, d3 € R.

1 2 0
J e () e () <o (1)
1 0 -1
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Aufgabe 5 (2 Punkte)

Wir betrachten die komplex differenzierbare Funktion
f:C—=C:zm flz) = 2242.

Sei u(z,y) := Re(f(z + iy)) und v(x,y) := Im(f(z + iy)) fir <m> € R2

Yy
Bestimmen Sie «, § € R, fiir welche die harmonische Funktion w(z,y) := au(x,y) + Sv(z,y) die
folgende Bedingung erfiillt.

w(z,r) = 42* firz € R.
Geben Sie die Losung w(zx,y) an.

Losung. Fir z = x + iy mit z,y € R wird
f(z):f(x+iy):($+iy)2+x+iy:$2+2ixy—y2+x+iy:x2+x—y2+i(2xy+y).

Wir erhalten u(z,y) = Re(f(z + iy)) = 2* + 2 — y? und v(z,y) = Im(f(x + iy)) = 2zy + ¥.

Wir setzen an

w(z,y) = au(z,y) + Bo(z,y) = a(z® +x — ) + B(2zy + y)

mit o, § € R.

Wir werten die Funktion w(z,y) bei y = x aus und bestimmen so die Koeffizienten o und 3. Es ist
w(z, r) = ar + B(22% + x) = 4a?

Koeffizientenvergleich liefert die Bedingungen o + 3 = 0 und 20 4.
Somit ist f =2 und o = —f = —2.

Insgesamt erhalten wir

w(x,y) = —2(2® + x — y?) + 22y +y) = —22% + 2y* — 22 + 4day + 2y.

Bitte wenden —
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Name, Matrikel-

Vorname: nummer:

Aufgabe 6 (2 Punkte) Wir betrachten die Differentialgleichung
y —2zy = cos(z)e®) .

Bestimmen Sie alle Losungen dieser Differentialgleichung.

Alle Losungen sind von der Form:

f(z) = sin(z)e®) + C e | CeR

Aufgabe 7 (1+1 = 2 Punkte) Sei f(t) := t?e~".

Bestimmen Sie die folgenden Laplace-Transformierten.

6 12
‘C(f(t)) = (S + 1)4 ‘C(_Qt ’ f(2t>) = - <§ + 1)5
— 38 gt au(2:h richtig
(s+2)5 ’

Aufgabe 8 (2 Punkte) Von einer reellwertigen 27-periodischen Funktion f : R — R sei die

komplexe Fourier-Reihe gegeben durch

. .C 772 S (2 1Y ke
Fourier;(r) = §+ Z(—l) =)

k=—o00
k#0
Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe von f:
Fourier;(x) = 7T—2 + f: (—1)* 4 cos(kx) + i (—1)k 2 sin(kx)
ouriers(z) = S 12 2 ’
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