Kiinzer, Bitzer, Huber, Klingel, Kraufl, Nottoli Wintersemester 2024 /25
Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge
Losung 1
Hausaufgabe 1 Sei D :{(“Z) ER?|0<2<2, y<2, v <y< 2}

(a) Skizzieren Sie D.

(b) Stellen Sie D als Normalbereich beziiglich der y-Achse dar.
Berechnen Sie damit [ [,z —ydz dy.

(c) Stellen Sie D als Normalbereich beziiglich der z-Achse dar.
Berechnen Sie damit [,z —ydz dy.

Lésung.

(a) Der Bereich D ist in der Grafik hervorgehoben.
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(c) Sei
hz) = 2z falls z € [0, 1]
2 fallszel,2].
Dann ist D = { () € R?|0 <z <2, z <y < h(z) } eine Darstellung als Normalbereich
beziiglich der z-Achse.

Damit wird das Integral berechnet:
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Hausaufgabe 2
Sei K1 :={(j) eR*|z€[0,1], y=e"}.
Sei Ky :={(j) e R*|z €[1,2], y+ex =2e}.

(a) Skizzieren Sie K; und K, in ein Koordinatensystem.

(b) Sei K = Kl U KQ.
Sei R der Drehkorper, der durch Rotation von K um die x-Achse entsteht.
Berechnen Sie das Volumen von R.

Lésung.

(a) Skizze der zwei Kurven K; und K.
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(b) Sei R; der Drehkérper, der durch Rotation von K; um die z-Achse entsteht. Sei Ry der
Drehkorper, der durch Rotation von Ky um die z-Achse entsteht. Das Volumen von R
ergibt sich als Summe der Volumina von R; und Rs.

Ry: Die Kurve K ist der Graph der Funktion
r(z) =e

auf z € [0,1]. Wir kénnen zur Berechnung des Volumens V; von R; die Formel fiir
das Volumen von Drehkorpern anwenden:
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Ry: Die Kurve K5 ist der Graph der Funktion

ro(x) = 2e —ex



fir € [1,2]. Wir kénnen zur Berechnung des Volumens V5 von Ry die Formel fiir
das Volumen von Drehkorpern anwenden:
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Alternativ: Da Ry ein Kegel mit Radius r = e und Héhe h = 1 ist, lasst sich V5 auch

als Vo = $mr?h = gme? berechnen.

R: Somit ergibt sich das Volumen V von R zu

V:V1+V2:g(62—1)—|——7re2:7r(—e ——> .
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Hausaufgabe 3

Sei D:={(5}) eR*|0<z <1, —zi 421 <zp < —2f+2} CR2
Sei K die geschlossene Kurve, die D berandet.

Sei g : R? = R?: (i;) — g(xq, x9) = (_if)

(a)
(b)
(c)
(d) Vergleichen Sie die Resultate aus (b) und (c) und verifizieren Sie so in diesem Fall den
Satz von Green.

Skizzieren Sie D. Parametrisieren Sie K positiv orientiert.
Berechnen Sie die Zirkulation Z(g, K) = [, g(x) ¢ dz als Kurvenintegral.
Berechnen Sie [[, rot gdx; dz, als Gebietsintegral.

Lésung.

(a) Skizze von D:

Wir zerlegen die Kurve K wie skizziert in drei Teilkurven, K = K; U Ky U K3.

Die Teilkurve K; parametrisieren wir mittels
Cr o [0,1] = R? : s Cy(t) = (g;;gg) - (%;Ht) .
Die Teilkurve K, parametrisieren wir mittels
Gy [0,1] = R? : £ Co(t) = (g;;g;g) - <7t21£2§+1) .
Die Teilkurve K3 parametrisieren wir mittels
Oy [0,2] 5 R? - t s Cy(t) = (g;;;gg) - (23) .
(b) Die Zirkulation wird wie folgt berechnet.
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Fiir das erste Integral erhalten wir
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Fiir das dritte Integral erhalten wir
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Die gesamte Zirkulation ist also gegeben durch
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(c) Die Rotation von g ist
0 0
rot g(x1, x2) = g P g (—1)=2.
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Wir setzen ein und berechnen das Integral von rot g iiber D als Normalbereich beziiglich
der x;-Achse:
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Dies bestétigt den Satz von Green im vorliegenden Fall.

(d) Wir erhalten
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