Kiinzer, Bitzer, Huber, Klingel, Kraufl, Nottoli Wintersemester 2024 /25
Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge
Losung 3

Hausaufgabe 7
Sei J:={(5) e R?|p € [0,2n], ¥ € [0,27] }.
(2+sin(?)) cos(p)
Sei @ : R? - R : (§) = (g, 0) = | @+sin@)sin(e) |.
cos(9)
Es ist S := ®(J) ein Torus in R3.
(a) Skizzieren Sie die Teilmengen { ®(0,7) [V € [0,27] }, { ®(F,7) |V € [0, 27] },

[0(r,9) |9 € [0,27] }, { @(%,0) [ ¥ € [0,27] } und { B(p,0)| p € [0,27] } von S
in ein gemeinsames z-y-z-Koordinatensystem.

(b) Berechnen Sie den Flécheninhalt F(.5).

Lésung.

(a) Die Skizze zeigt die folgenden Teilmengen des Torus:

Kl = {@(%,19”196 [0727T]}7
Ky, = {®(m9)|9€0,2n]},
K5 {@(3?”,19) | ¥ € [0,27] },
K, = {®2m )9 €0,2n]} ={P(0,9) |9 € [0,27] },
K5 = {®(p,0)|¢ € [0,27]}
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(b) Es ist

—(2+sin(d)) sin(y) cos(1¥) cos(¢)
Pu(p, ) = | (2+sin())cos(y) und  Dy(p,¥) = | cos(®sin(p) | .

0 — sin(9)
Es wird . ‘
—(24+sin(¥)) sin(p) cos(¥) cos(p)
CDSO(QO, ’19) X (I)g(gp, ’19) = (2+sin(¥)) cos(y) X | cos(¥)sin(yp)
0 —sin(¥)
— sin(¥) (2+sin(F)) cos(p) ‘ sin(¥) cos(¢)
= — sin(¥)(2+sin(¥)) sin(p) = — (2 + Sln(’ﬂ)) sin(9) sin(p) | .
— cos(¥) sin(p)?(24sin(9)) —cos(9) cos(¢)? (2+sin(I)) cos(9)
Also wird

D, (¢, ) x By(p, V)| = (2 + sin(¥))y/sin(V)2 cos(p)2 + sin(v)2 sin(p)? + cos(V)?
(2 + sin(19))/sin(19)2(cos( ) + sin(p)?) + cos(¥)?
(2 + sin(v))/sin(1)2 + cos(1)2 = (2 + sin(9))V1 = 2 + sin(¥) .

Somit wird )
T 2T

F(S) = / 1, (0, 9) X By(i0, 9)], 0, dyp / / 2 ¢ sin(9), dd, dy
J 0 0

27 27
:/ 29 — cos(0)]5=2" dyp = /47r —1-0+1dp = [dmp] - —2T = 8n
0 0

Hllustration (nicht verlangt). Die folgende Abbildung zeigt den Torus:
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Hausaufgabe 8
Sei J:={ (%) eR?|pe[0,7], ve[-22]}
2 cos(p)
Sei @ : R? - R?: () — D(p,v) = ( v )

2 sin(y)

(a) Bestimmen Sie ®,(p,v), ®,(¢,v) und C,(p,v) X @,(p,v).

//a:+y2d0.
S

(b) Sei S := ®(J). Berechnen Sie

Lésung.
—2sin(y) 0
(a) Esist ®,(p,v) = 0 und @,(p,v) = |1 |.
2 cos(p) 0
—2sin(p) 0 —2cos(y)
Also ist (¢, v) x Py (p,v) = 0 x|1]= 0 .
2 cos(p) 0 —2sin(p)
(b) Es wird

D, (0, 0) X Dy(p,v)| = y/4cos(p)? + 4sin(p)? = 2.

Wir erhalten also

//5 Ty do = //(QCOSW) +0%) - |y, 0) X By (ip,v)| dv dip
J

T ™ 1 =2
=2 / / 2 cos(p) + v*dvdy = 2/ {2 cos(p)v + 503:| de
v=—2
0 2 0

16 16 177"
= 2/8008(30) + —dp=2 [8 sin(p) + —4,0]
3 3 om0
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Hausaufgabe 9 Wir begeben uns in die Situation von Platzaufgabe 8:

Sei S := {@) ER3 |22+ 2 +22=4, y>0, 220}.

2 sin(9) cos(¢p)
Sei J:={(3) eR*|pe(0,m], 9€[0,Z]}.Sei®:J = R3: (§)— (p,0) = (zsinw)sin(g,))
2 cos(¥)

(a) Skizzieren Sie S = ®(J) im z-y-z-Koordinatensystem.

(b) Markieren Sie den Punkt &(
die Vektoren @, ( Dy(5

) in der Skizze aus (a) und zeichnen Sie daran ansetzend
20 und &, (5, 5) x ®y(3, ) ein.
(c) Es parametrisiert C': [0,2] — R? : ¢ + (?) einen Teil des Randes von J.
Bestimmen Sie (® o C)(t) und (® o C)'(t). Zeichnen Sie den Punkt (¢ o C)(%) und, daran
ansetzend, den Vektor (® o C)(§) ein.

Lésung.

(a) Skizze von S und den Vektoren ®,(%, %), q)ﬁ(g T) sowie @, (%,
(%, %) (blau) und (® o C')'(%) am Punkt (® o C)(%) (grun)
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0
(b) Esist ®(3,5) = [ v2 |.
V2
Wir erhalten

—2sin(9) sin(yp) -2
@w(gﬁ, ’19) = 2 sin(d cos(gp , (I)cp(%7 %) = 0
0
2 cos(9) cos(¢) 0
(I)ﬂ(QO, 19) = 2cos(?)sin(y) | , CI)19(37 %) = V2 .
—25sin(9) V2

- 0 0
Alsoist ®,(5,5) X Py(5,5) = o | x| v2 | = :
0 —V2
2 sin(t) cos(0) 2sin(t) V2
(c) Esist (PoC)(t) = D(0,t) = | 2sin(t)sin(0) | = 0 nd (PoC)(5)=| o |-
( V2

2
2
u
2 cos(t) 2 cos(t)
2 cos(t) V2
0
V2

Also ist (Do C)(t) = ( 0 ) und (®o C) (%) =
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