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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge

Losung 4
Hausaufgabe 10 Sei S := {( ) ER|O< 2wy, 0K a9, 0< 3, 23423 +23=1}.
. ) o cos(¢p) sin(9)
Wir verwenden die Parametrisierung ® (¢, v) := | sin(¢)sin(¥)
cos(9)

Wir betrachten das Vektorfeld g : R? — R? : (:) — g(11, 29, 3) 1= ( o )

—To

(a) Bestimmen Sie J C R? mit ®(J) = S. Parametrisieren Sie den Rand von J in positiver
Orientierung stiickweise mit Funktionen Cj .

(b) Berechnen Sie das Kurvenintegral [, g(z) e d.
(¢) Berechnen Sie das Fléchenintegral [f,rot(g) e ndO.

(d) Vergleichen Sie die Ergebnisse aus (b) und (c) und verifizieren Sie so in diesem Fall den
Satz von Stokes.

Lésung.
(a) Daxs > 0,ist ¥ € [0, F]. Da 2y > 0 und x3 > 0, ist ¢ € [0, 5]. Also ist
J={(5) e®pe0.5. 90,5} = [0.5]x 0.5].
Als Parametrisierungen der Randstiicke (also der Kanten) von J verwenden wir
Git) = (o) (tel0,3)
G = (7)) web3)
) el
) (e 3)).

k]

(@oCy)(t) = (1) @o 0y (t) = (3)

@00t = (i) @00 = ()
(@0 Cy)(t) = (22%%@%) o Cy)(t) = (fzfn” )
@ocy(t) = (50 (@i = (5))

Insbesondere sehen wir, dass die Kante in J, die mit | parametrisiert wurde, auf einen
einzigen Punkt abgebildet wird. Das ist aber kein Problem.



Nun kénnen wir jeweils g(®(C;(t)) bilden und in folgende Integrale einsetzen. Dabei
2

verwenden wir, dass sin(t)? + cos(t) =1 ist.

/ g(x) e dx:/g (g) . (§> dt+/ ( ). ( cosl()
oS oTr —sm(t) g — sin(t)
TR () ans [ () -<

w/2 T
=0+/ 1dt+0+0=—
0 2

(c) Wir bestimmen die Rotation

9/0x1 0 -2
rot g(z1, xe, T3) = g??ﬁﬁ X (_1;52) = ( 8)
und den Vektor

q)@(@vﬁ) X (1)19(90’19) =

cos(<p sm (¥9) oo
— bln

—cos(¢p s1n(19)2

— cos(p) sin(8)?
—sin go) sin(9)?2

— sin( Cos(19
senkrecht zu S.

—2
Es ist also auch rot g(®(p, 1)) = ( 8). Damit setzen wir ein:

//rot )endO =

2 cos() sin(1¥)? de dv

:/ 1 — cos(29) dv
" m

= [0 — §sin20)]; 5" = 5

Hier haben wir sin(¢)? = % —
0 io\2
Cosinus oder aus sin(1)? = <e“9_‘? 19) — 4( 2V _ 9 4 oY) =
+ — 3 cos(20) ergibt.
(c) Esist

=

/asg(m)odx ) g © //Srot(g)ondO.

Dies bestétigt im vorliegenden Fall den Satz von Stokes.

— sin(¢p) sin(Y cos(p) cos(V)
) X | sin(yp)cos(¥)

)
= ( — sin(yp) sin(9)? )
— sin(y)? sin(19) cos(¥) —cos(p)? sin(1¥) cos(19)

—51nt
()) At

cos(t)

3 -2 — cos in(9
/2 (75) (_Zf’n&));n%)) ) d dv
0 0 — sin(9¥) cos(¥)

%cos(?ﬂ) benutzt, was sich aus dem Additionstheorem des

—1(2cos(209) — 2) =
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Hausaufgabe 11

Wir betrachten den Pyramidenstumpf

P = {@) ER*|z2€[1,2], v €[22, y € [-2,2]}.

Sei ¢ : R3 — R3: (g) = (u, v, 2) = (%ﬁ)

(a) Skizzieren Sie P.

(b) Bestimmen Sie J C R® mit ¢(J) = P.

(c) Berechnen Sie |det Ji(u, v, 2)|.
)

(d) Berechnen Sie [[[,2* dz dydz unter Verwendung von + und der Transformationsformel.

a

Lésung.

(a) Sktizze des Pyramidenstumpfs P:

H

s

(b) Zunéchst sollte z € [1, 2] sein.

Aus —z < = < z erhalten wir die Bedingung —z < zu < z, also -1 < u < 1, d.h.

u € [-1,1].
Aus —z < y < z erhalten wir die Bedingung —z < zv < 2z, also —1 < v < 1, d.h.
vel[-1,1].
Somit wird

J = {(“) eRYue[-1,1,ve[-1,1], z€[1,2]}.
(c) Wir stellen die Jacobi-Matrix auf und berechnen die Determinante:

z 0 u
|det J(u,v,2)| = |det | 0 2z v ||=|2?] = 2
0 01



(d) Anwenden der Transformationsformel liefert

/// z?dedydz
P

2 1 gl
///(ZU)QZQdudvdz
1 Ja1Ja
2 1 gl
///u2z4dudvdz
1 Ja1Ja
2 1
//[%u3]zl_lz4dvdz
1 Ja
2 1
// §z4dvdz
1 Ja
2 4
4
5/ zhdz
1
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Hausaufgabe 12 Wir betrachten den Kegel K := { @) eER3|2z€(0,2], 22 +y* <22}
Wir betrachten das Vektorfeld g : R? — R? : @) = g(r,y,2) = @fé)

(a) Skizzieren Sie den Kegel K.

(b) Berechnen Sie [[[, divgdxzdydz als Volumenintegral unter Verwendung von Zylinder-
koordinaten.

(¢) Berechnen Sie [[,. g @ ndO als Flichenintegral.

(d) Vergleichen Sie die Ergebnisse aus (b) und (c) und verifizieren Sie so in diesem Fall den
Satz von Gaufl.

Lésung.
(a) Kegel:
l‘f 11 + 7“ "Zr, “ -
T N =l | -
| - TSN
[ o s 18 | ] i Db ™ g
] [ - 3Bk !
‘ | | L1 1] 1
NEREE N§) &N vim ]
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(b) Wir benutzen Zylinderkoordinaten wie in 2.3.6:

rcos(p)
C(Ta 2 Z) = <7512(£)>
Es ist det J((r, ¢, 2) = 7.

Da iiber einen Kegel integriert wird, ist der maximale Radius in Zylinderkoordinaten nicht
konstant: r € [0, z].

Es sollte 2z € [0, 2] sein. Es sollte ¢ € [0, 27] sein. Da 2% + y* < 22, sollte

(rcos(p))* + (rsin(p))* < 27



sein, d.h. r? < z2. Da ohnehin r > 0 ist, folgt r € [0, z].
Die Divergenz berechnen wir als
0

0 0
divg(w,y,Z)za—x2x+a—y2y+&2z=2+2+2:6.

Mittels der Transformationsformel berechnen wir nun das Volumenintegral:

2w 2 2 r=z
/// dlvgdxdydz—/ //6rd7’dzdgo / / [ } dzdy
2w 2m
/ / 322dzdy = / [z ]Zzodgo—/ 8dp = 167
0

Um die Oberfliche 0K abzudecken, parametrisieren wir den Mantel und den Deckel des
Kegels K getrennt.

Den Deckel parametrisieren wir mit Polarkoordinaten in der um 2 nach oben verschobenen
z-y-Ebene mit
rcos(¢p)
(pl (T‘, QO) = (rsig(gp) )

fir r € [0,2] und ¢ € [0, 27]. Der resultierende Vektor senkrecht zur Fliache 0K ist
o () (255) - )
or dp 0” o) T\

Ein Blick in die Skizze zeigt, dass dieser Vektor vom Korper K weg zeigt. Wir miissen
das Vorzeichen also nicht drehen.

2r cos
Ferner ist g(®1(r, ¢)) = g(r cos(p), rsin(yp),2) = (QTSTE:S))>

Den Mantel parametrisieren wir mit Zylinderkoordinaten unter Verwendung von r = z
mit

zcos(p)
(1)2(()0, Z) = <zsu;(:§)>

fiir z € [0,2] und ¢ € [0, 27|. Der resultierende Vektor senkrecht zur Fléche ist
(9<I>2 8<I>2 _ (—zsn?cp))) « (cps((gp))) _ <zc9s((go))>
8@ e (e (¢ (e

Ein Blick in die Skizze zeigt, dass dieser Vektor vom Koérper K weg zeigt: man beachte,
daf die dritte Koordinate negativ ist. Wir miissen das Vorzeichen also nicht drehen.

2z cos
Ferner ist g(P2(r, ¢)) = g(z cos(p), zsin(p), z) = <2zs2in((:§)))-

Nun berechnen wir das Flédchenintegral:
/ / gendo — / / (35) o () ardg+ / / (350 « (3502) deap
oK —
2m 2m
= / / 4rdrde + / / 22% (cos(p)? + sin(p)? — 1) dzdyp
o Jo o Jo ~
2m 2 2m 2m
= / / drdrde = / [2r?]7=2 dp = / 8dp = 167
o Jo 0 0




(d) Es ist

/// divgdrdydz ®) 167 © // gendO .
K OK

Dies bestitigt im vorliegenden Fall den Satz von Gau$.
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