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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge

Losung 4

Hausaufgabe 10 Sei J := {(}) € R? |u? 4+ v* < 9}.

D TR2 3. (u _ v
Sei ¢ : R = R’ : (U)r—HI)(u,v)—( u2+u2)'

Seig: R — R?: <£é> — g(x1, xe, 73) = ( ;22).
z3 ] —x5
(a) Skizzieren Sie S := ®(J). Parametrisieren Sie den Rand von J in positiver Orientierung
mit einer Funktion C. Bestimmen Sie (¢ o C)(t) sowie (P o C)'(¢).

(b) Berechnen Sie [, g(z) e dz als Kurvenintegral unter Verwendung von (a).

(¢) Berechnen Sie [f,rot(g) endO als Flichenintegral. Verwenden Sie hierzu Polarkoordina-
ten fiir J.

(d) Vergleichen Sie die Ergebnisse aus (b) und (c¢) und verifizieren Sie so in diesem Fall den
Satz von Stokes.

Lésung.

(a) Skizze:

Parametrisierung des Randes von J: Da J die Kreisfliche mit Radius 3 um den Ursprung
ist, ist der Rand eine Kreislinie mit Radius 3 um den Ursprung. Diese kann folgendermafien
positiv orientiert parametrisiert werden:

C:0,27] 5 R2: ¢ (ff;g?j((f)))



Wir erhalten

(0C)(t) = B (3cos(t), 3sin(t)) Siintt (3l
o cos(?),osIn = s = | 3sin(t
/(3 cos(t))2+(3sin(t))2 3( )

und

(®oCY (t) = (Bifg;}%)) .

(b) Wir erhalten fiir die Zirkulation

g((@ o C)(1) o (0 O) (1) dt

—3sin
g (3cos(t), 3sin(t), 3) e ( BC%S(%)> dt
735111 sin
( 3cos(t ) ( 3?308 (t)> dt
9 cos(t)? 951n(t) 0
9 sin(t)? + 9 cos(t)* dt

9 dt

(¢) Zunéchst ist

093 _ 992

Oxzg 8z3 —225

— 991 _ 993 — (=

I“Ot(g) — %*m — ( 22$1> .
992 991

dxy Oxzo

Fiir das Kreuzprodukt der partiellen Ableitungen folgt:

1 0 ~ 7=
Vu24+02
(I)u(u7v) X CI)U(U,U) - ( ;9 2) X (\/%) - (_ u2v+v2> )
u®+v u®—+v 1




Nun ergibt sich unter Verwendung von Polarkoordinaten fiir J

J[[rotta) endo = [[ votto)@u,0) ¢ @u(00) x 0,0 0)) duct
//rot u, v, u2—|—v> (—@) du dv

// ( ;: ) du dv

+ 2 dudv

N
_ /03 /027r (4r cos(gp??r sin(y) N 2) rdpdr

3 2
= / / 472 cos(yp) sin(y) + 2r dp dr
o Jo

3 2 1
/ / 472 (— Siﬂ(?(p)) + 2rdedr
0 Jo 2

3
(=77 cos(2¢) + 2rg] - ordr

3
—r* +dxr — (=r* +0) dr

3
drrdr = 277?723 = 187 .

/ g(x)e dx © g © //rot(g)ondO.
as S

Dies bestétigt den Satz von Stokes im vorliegenden Fall.

I
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(d) Wir erhalten



Hausaufgabe 11
Sei B = { (g) 17 €0,1], p €[0,27] .0 € [0,7] }.

r 7 cos(p) sin(¥)
Es parametrisiert @ : B — R? : (?”) = D(r, p, ) = (rsin(w) sin(ﬂ)) das Ellipsoid E := ®(B).

2r cos(¥)

(a) Skizzieren Sie die Schnittmenge von E mit der z-z-Ebene in ein x-z-Koordinatensystem.
(b) Bestimmen Sie den Betrag der Funktionaldeterminante | det J®(r, ¢, 9)|.
c) Berechnen Sie 22 + 9% + 22 dz dy dz unter Verwendung von (b).
B

Lésung.

(a) Fir den Schnitt mit der z-z-Ebene gehen wir wie folgt vor.

rsin(d9)

Wir setzen zum einen ¢ = 0 und erhalten ®(r,0,9) = ( )), wobei r € [0,1] und

2r cos(¥
¥ € [0, 7]. Dies parametrisiert eine halbe Ellipse samt innerer Fliche.
—7sin(9)

Wir setzen zum anderen ¢ = 7 und erhalten ®(r, 7,1) = (2 0 ) ), wobei r € [0, 1] und

¥ € [0, 7]. Dies liefert die andere Hélfte derselben Ellipse, samt innerer Fliche.

Insgesamt erhalten wir folgende Skizze:

z

(b) Fiir die Jacobi-Matrix ergibt sich

cos(p)sin(¥)  —rsin(p)sin(d) rcos(p) cos(?)
JO(r,¢,0) = | sin(p) sin(?) 7 cos(p)sin(d)  rsin(p) cos()
2 cos(1) 0 —2rsin(v)

Dies entspricht der Jacobi-Matrix der Kugelkoordinaten, wobei die dritte Zeile mit 2
multipliziert wurde. Dies liefert eine Abkiirzung zum Resultat.



Wenn wir rechnen, erhalten wir, mit den Abkiirzungen s, = sin(y), ¢, = cos(y), etc., bei
Entwicklung nach der dritten Zeile:

CpSy —TSpSy T CypCy
det JO(r, p,¥) = SpSp  TCpSy TSpCy
2cy 0 —2rsy

_ 2.2 2.2 2 2 2.2
= 2cy(—rsisycy —r7c sy cy) — 2rsy(r el sy + rsgsy)

= —2cyrisycy —27“8197‘8129

= —2r?sy.
Also ist
| det J®(r, p,9)| = |-2r%sin(V)| = 2r*sin(¥) .
(c) Es wird
///ac —|—y + 22 dr dy dz
2
®) / / / (r2 cos()? sin(9)? + r? sin(p)? sin(¥)? + 4r2 cos(19)2) 2r? sin(¥) dd de dr
= / / / r? sin(19)? (cos(p)? + sin(p)?) +4r* cos(¥)? | 2r?sin(v) d dp dr
o Jo ~
1 2 ™
o Jo Jo \~ ~ d
= / 27“4/ / (1 + 3 cos(¥)?) sin(¥) dv dp dr
u:cos(ﬁ 4 cos(m)
/ o / (14 3u?) dudpdr
du=—sin(¢)d? 0 0 co:
1 2
= / 2704/ —u — u3]zzfl dedr
01 0271'
= / 2r4/ 4dedr
0 0 _
1 1] 16
= / 167t dr = 167 [—r ] = —.
0 5 r=0 5



Hausaufgabe 12 Wir betrachten das Paraboloid P := {@) eER*|0< 21— —y?}
Sei S die Oberfliche von P. Sei g : R® — R3 : @) = g(x,y,2) = ( Q;Byr 2).

oty
(a) Skizzieren Sie das Paraboloid P.

(b) Berechnen Sie den Ausfluss [ g ® ndO als Fléchenintegral.

(¢) Berechnen Sie [[[,div(g) dzdydz als Gebietsintegral unter Verwendung von Zylinder-
koordinaten.

(d) Vergleichen Sie die Ergebnisse aus (b) und (c) und verifizieren Sie so in diesem Fall den
Satz von Gaufs.

Lésung.

(a) Esist P rotationsymmetrisch um die z-Achse. Fiir = 0 ergibt sich die Fléche, die durch
0 < 2z < 1 — y? beschrieben wird. Diese wird um die z-Achse rotiert.

Skizze von P:

(b) Sei

J:={(}) eR*|u*+v* <1} .

Wir parametrisieren zunéchst die Unterseite des Paraboloids, also die Kreisfliche in der
x-y-Ebene, mittels

O SR (1) (

oce e

—~ —~

(
(@), v) x (@)u(u,0) = (1) x (1) = (¢) -



Ein Blick in die Skizze zeigt, dass dieser Vektor ins Innere des Korpers P zeigt, also nicht
wie gewiinscht nach auflen. Abhilfe schafft die Vertauschung der u- und v-Koordinaten in
®,. Wir definieren also

TR (1) (§).
Damit ergibt sich
(P1)u(u,v) X (P1)y(u,v) = (g) X (é) = (i)‘

Dies zeigt, von der Fliche aus, wie gewiinscht nach unten und daher nach auflen.

Die Mantelfliche, die das Paraboloid nach oben begrenzt, wird parametrisiert durch

iR () (8 L)

l1—u“—v

Wir iiberpriifen die Orientierung von (®s),(u,v) X (®2),(u,v). Es ist

(@s)ultt, ) X (Pa)u(u,v) = (_é) x (_?2) — (31) .

An der positiven z-Koordinate ist zu erkennen, dass dies nach oben und damit wie
gewiinscht nach auflen zeigt.

Wir berechnen zunéchst den Anteil des Ausflusses von g durch ®,(J) = S; unter Verwen-
dung von Polarkoordinaten fiir J. Es wird

//g gendO = //J 9(®@1(u,v)) @ ((P1)u(u,v) X (P1),(u, v)) dudv
=//g<v,u,o>- (8) dudo
// o) e (8) dudv
= //u +v¥dudv
- /01 /:ﬂ ((r cos())* + (rsin(¢))?) - rdpdr
—/01/027r7“3dcpd7“
s [rare ] <

Wir berechnen nun den Anteil des Ausflusses von g durch ®5(.J) = S, unter Verwendung



von Polarkoordinaten fiir J. Es wird

/ /S gendo - / /J 9(®s(u,0)) @ (D2)a (11, 0) X (B2),(u, v)) dudo
= //g(u,v,l—u2—v2) o (%;i) du dv
// u +U > dudv
/ / 3u? + 3v’dudv
/ / 3(r cos(p))* + 3(rsin(¢))?) - rdpdr
=27T/0 /0 3r? dpdr
27r/01 3r3 dr

Der Ausfluss fiir die gesamte Oberfliche S ergibt sich durch Addition der Anteile:
T 3w

://gondO:// gond0+// gendD=—=+—=rm.
s S1 Sa 2 2

(c) Die Divergenz von g ist

: _ 091 992 9gs
div(g) am+8y+8z_1+1+0_2

Wir ermitteln die Grenzen des Paraboloids P in Zylinderkoordinaten:

P = {(

_ {(
r cos(p) 3 )
= TSinﬂo \,r\ 9 ~X X ﬂ-, X AN —Tr .
{{ rsinte) ) eR}|0<r <1, 0<p<2m 0<2<1—r?}

>€R3|0<z 1—a? —y?}

ey ey

)€R3|I2+y2<1, 0<2<1—22—¢%}



Wir berechnen das Gebietsintegral mit Hilfe von Zylinderkoordinaten.

/// div(g) dxdydz:///dedydz
P P
1 p2r pl-r?
:/ / / 2-rdzdedr
o Jo Jo
1 2m
:/ / 2r(1 —r?) dpdr
:/ 2m - 2r(1 —r?) dr

1 1,1
= /r—r dr = 4r |=r? — =p? =7
2 4 1.,

(d) Der Satz von Gauf sagt aus, dass das Integral der Divergenz aus (c) gleich dem Ausfluss
durch die gesamte Oberflache aus (b) ist.

Wir haben erhalten:
Ag,S) 2 7 /// div(g) dz dydz

Dies bestétigt den Satz von Gaufl im vorliegenden Fall.

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/


https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/

