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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge

Losung 5

Hausaufgabe 13 Wir betrachten die Differentialgleichung
(x =1y +y* =0

(a) Finden Sie alle konstanten Losungen dieser Differentialgleichung.
(b) Finden Sie alle Losungen dieser Differentialgleichung.

(c) Losen Sie das Anfangswertproblem
(@—1y'+y* =0, y@2)=1

Lésung.

(a) Wir schreiben die Differentialgleichung in eine Form, die es erlaubt, die Variablen zu
trennen. Es ist  — 1 # 0 fiir alle x € R;. Daher ist

L

y'=gl@) hly) =-——y

wobei g(z) = ——15 und h(y) = y*.

Wir finden die konstanten Losungen der Differentialgleichung, indem wir die Nullstellen
von h(y) = y* bestimmen: Die einzige Nullstelle ist y = 0. Also haben wir als einzige
konstante Losung f(x) = 0.

(b) Trennung der Variablen: Es ist

! 1 1
SR y—:—(a:—l) & S dy=-— dz .

—(z-1y =y

Integration liefert

= [ = [ e = e,

1
—— = —In(lr —1|) — ¢,
; (lz —11)

und also

wobel ¢ € R.



Da z € Ry ist, ist x — 1 > 0 und wir kénnen den Betrag weglassen:

1
——=—-In(x—-1)—c
; (z —1)
1

In(x —1) + ¢

D.h. weitere Losungen der Differentialgleichung sind gegeben durch f(z) = m mit
ceR.

Zusammen mit der konstanten Losung y = 0 aus Teilaufgabe (a) sind dies alle Losungen.

Wir setzen die Anfangsbedingung f(2) = 1 ein und erhalten

1 !

f<2):ln(2—1)+ci1'

Daraus folgt 0+rc = 1, also ¢ = 1.

Die Losung des Anfangswertproblems ist somit

1
Je) = In(z —1)4+1



Hausaufgabe 14 Wir betrachten die Differentialgleichung
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(a) Losen Sie das Anfangswertproblem D7 27 7 27 P ns N N N
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(b) Losen Sie das Anfangswertproblem ~sA\NNN\NNNSNs 27 7 7 7 7 7 7=
SN NSNSl s P 7 7 P P P s
,  sin(x) 0 (=) = 0 SSNNN NN NS 2 P S S P
cos(y) 0 T
(¢) Uberpriifen Sie: Es ist f(z) = = + I eine Lésung der Differentialgleichung — wie im
Richtungsfeld bereits erkennbar.
Lésung.
Gemeinsame Rechnung zu (a,b):
) sin(z sin(zx) . .
Es ist v + sin(x) = 0 genau dann, wenn 3’ = — (z) ist, d.h. wenn cos(y) dy = —sin(z) dz
cos(y) cos(y)

gilt.
Integration liefert

[sin(y)] = /cos(y) dy = —/sin(x) dz = [cos(z)] ,

also
sin(y) = cos(z) + ¢,

wobei ¢ € R.

(a) Wir setzen die Anfangsbedingung y(0) = 0 ein und bestimmen so den Wert von c:

!

sin(0) = cos(0) + ¢,

Dies fithrt auf ¢ = —1.
Mit y = f(x) und
sin(f(x)) = cos(z) —1

erhalten wir
f(x) = arcsin(cos(z) — 1) .



Tatsachlich ist dann

f(0) = arcsin(cos(0) —1) = arcsin(0) =0 .

Graph von f(z) (nicht verlangt):

(b) Wir setzen die Anfangsbedingung y(%) = 0 ein und bestimmen so den Wert von c:

!

sin(0) = cos(§) + ¢,

. . o 1
Dies fithrt auf ¢ = — 75

Mit y = f(x) und

sin(f(x)) = cos(z) — \/Li
erhalten wir
f(z) = arcsin(cos(z) — \%) :
Tatséchlich ist dann
f(§) = arcsin(cos(§) — \%2) = arcsin(0) =0 .



Graph von f(x) (nicht verlangt):

(c) Wir setzen f(x) = z + % in die Differentialgleichung ein und verwenden das Additions-
theorem cos(u + v) = cos(u) cos(v) — sin(u) sin(v) fiir u,v € C.
Es ist dann in der Tat
, sin(z) _ d s sin(x)
Jle)+ cos(f(z)) dx ( > * cos (z+ %)
sin(z)

=14+

cos(z) cos (3) — sin(z) sin (3)

14 sin(x)

cos(z) - 0 —sin(z) - 1
=1-1=0.

Somit ist f(z) = x + § eine Losung der Differentialgleichung.



Hausaufgabe 15 Wir betrachten die Differentialgleichung

/ y 1,
y-—z=¢ = sin(z) ,

wobei z € Ryg.

(a) Finden Sie alle Losungen der zugehérigen homogenen Differentialgleichung.

(b) Finden Sie alle Losungen von y' — % = ez sin(x).

(c) Losen Sie das Anfangswertproblem

y 1 _
,_ﬁ = e wsin(z), y§) =1.

Lésung.

(a) Die zugehorige homogene Differentialgleichung

ist von der Form ¢/(x) 4+ g(z) - y = 0 mit g(x) = —=.

Wir rechnen

und nehmen G(z) = <.

Damit sind die Lésungen der homogenen Gleichung gegeben durch
fulw) = Ce™0®) = Ce™s,

wobel C € R.

(b) Um eine partikuldre Losung der Differentialgleichung zu finden, verwenden wir Variation
der Konstanten, d.h. wir machen den Ansatz

fola) = k(z) -e=
und bestimmen k(z) als eine Stammfunktion von b(z)e®® wobei b(z) = e~ sin(z) die

rechte Seite der Differentialgleichung ist.

Wir erhalten ) )
b(z)ef® = e~ % sin(x) - e7 = sin(z) ,

rechnen

[k(z)] = /sin(:v) dz = [— cos(z)]

und nehmen k(z) = — cos(x).



Wir erhalten nun die partikuldre Losung
folz) = k(x)e’% = —cos(x)e’%.
Alle Losungen der Differentialgleichung sind somit von der Form

f(z) = folz) + fulz) = — cos(:v)e’% 1 Cew ,

wobel C € R.

Wir setzen die Anfangsbedingung f(%) = 1 ein und bestimmen so den Wert von C. Wir
erhalten die Bedingung

f(’—g) = —cos(g) e’%+C’e’% N

Daraus folgt Ce™% = 1 und also C = e+,

Die Losung des Anfangswertproblems ist somit

flz)=— cos(x)efi ferer=er (e% — cos(x)) :
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