Kiinzer, Huber, Barthwal, Winkle, Corso Wintersemester 2023/24
Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge
Losung 6
Hausaufgabe 16 Wir betrachten die folgende Differentialgleichung.
oy’ —(z+ 1)y +y=0

(a) Uberpriifen Sie, dass g(z) = e* und h(x) = x + 1 Losungen auf R sind.
(b) Finden sie zwei Losungen fi(z) und fo(z) so, dass bei zo = 1 gilt:

fl(l)zl f2(1):O
fi(1) =0 (1) =1

(c) Bestimmen Sie die Wronski-Matrix W(1) fiir g, h. Bestimmen Sie ihre Inverse W(1)!.

(d) Losen Sie das Anfangswertproblem fiir die Differentialgleichung mit dem Anfangswerten
y(1) =1 und y'(1) = 2.

Lésung.

(a) Einsetzen der Ableitungen von g und h
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h(z) =z +1 h'(x) =1 h"(x) =0
in die Differentialgleichung ergibt

Oémeg”—(x—l—l)ex—l—ex:() v
0=2-0—(z+1)-1+(2+1)=0 v

(b) Wir suchen Losungen als Linearkombinationen von g und h: fi(z) = a1g(z) + byh(z) und
fa(x) = asg(x) + boh(x), wobei ay, by, as, by € R. Mit den Bedingungen an f; miissen wir
somit ein Gleichungssystem losen:

fl(l) :G1€+2b1 =1 N G16+2b1 =1
fill) =ae+b =0 by =1
Somit ist b; = 1. Aus der ersten Gleichung folgt a;e + 2 = 1 und somit a; = —e 1.

Mit den Bedingungen an fy; miissen wir somit ein weiteres Gleichungssystem l6sen:

fg(l) = ase + 2b2 =0 - ase + 2b2 =0
fo(1) = age +by = 1 by = —1
Somit ist by = —1. Aus der ersten Gleichung folgt ase — 2 = 0 und somit ay = 2e71.
Damit erhalten wir
fi(z) = arg(x) + bih(z) = —e e + (2 + 1)

fo(z) = asg(x) + boh(x) = 2 'e” — (v + 1)



(c¢) Die Wronski-Matrix fiir g, h ist

e x5+ 1 e 2

Invertieren mittels der Inversen-Regel fiir 2 x 2-Matrizen gibt

1 1 =2 —e 1 27!
W -1 _ =
(z0) e — 2e <—e e > ( 1 —1 )

(d) Mit der Inversen der Wronski-Matrix aus (c) erhalten wir die Losung

c19(z) + c2h(z)

—e 1l 91 1 3 -1
C2 U1 1 —1 2 —1
Somit erhalten wir die Losung

c19(x) + coh(x) = 3e 'e” — (v +1)

des Anfangswertproblems.

Alternativ kann man auch mithilfe von f; und f; aus (b) die Losung
Lfi(z) +2fo(x) = —e'e” + (x+ 1) + et —2(x + 1) =3e e’ — (z + 1)

des Anfangswertproblems erhalten.
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Hausaufgabe 17 Wir betrachten die folgende Differentialgleichung.
y' =4y +4y =0
(a) Uberpriifen Sie, dass g(z) = e*® und h(z) = xe** Lésungen auf R sind.

(b) Berechnen Sie die Wronski-Matrix W(1) fiir g, h. Entscheiden Sie, ob g, h ein Fundamen-
talsystem ist.

(c¢) Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung,.
(d) Losen Sie das Anfangswertproblem fiir die Differentialgleichung mit dem Anfangswerten
y(1) =2 und y'(1) = 1.

Lésung.

(a) Einsetzen der Ableitungen von g und h

g(x) — eQac g'(m) — 26295 g"(x)
h(z) = ze*” B (z) = 2z + 1)e* h'(z)

in die Differentialgleichung ergibt

I

(z + 1)e*

0;462“;—4-2629”—#462””:0 v
0=4(z+1)e — 42z + 1)e* + 4ze® =0 v

(b) Die Wronski-Matrix fiir g, h ist

e? e? o (1 1
Wi = <2e2 (2+1)e2) —° (2 3)

Da det W(1) = e # 0 ist, ist g, h ein Fundamentalsystem.

(c) Jede Losung der Differentialgleichung ist dank (b) von der Form
c19(z) + coh(x) = c1e* + cowe®
mit ¢; € R und ¢, € R. Mit anderen Worten, der Losungsraum ist gegeben durch
{16 + cyze® | e, c0 €ER Y.

(d) Die Inverse der Wronski-Matrix kann mittels der Inversen-Regel fiir 2 x 2-Matrizen be-
rechnet werden. Damit erhélt man

3 -1
W)t =e?
-2 1
Mit den Koeffizienten

o) 7w ()= () ()= ()

erhalten wir die Losung fiir das Anfangswertproblem

c19(z) + coh(x) = He %e*™ — 3e 2we* = (5 — 3r)e® 2.
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Hausaufgabe 18 Wir betrachten die folgende Differentialgleichung.
y® —6y@ + 119V — 6y =0
(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom p(X). Berechnen Sie p(1). Berechnen Sie
die Nullstellen von p(X).

(b) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung und die zugehorige Wronski-
Matrix W(0).

(c) Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung,.
(d) Losen Sie das Anfangswertproblem fiir die Differentialgleichung mit den Anfangswerten
y(0) =1, y'(0) = 2 und y"(0) = 5.

Lésung.

(a) Das charakteristische Polynom ist
p(X)=X>-6X*+11X — 6

mit p(1) = 1—6+11—6 = 0. Damit kennen wir auch schon die erste Nullstelle. Wir divi-
dieren den zur Nullstelle 1 gehorigen Faktor (X — 1) aus dem charakteristischen Polynom
heraus:

(X? —6X2+11X —6) = (X — 1)(X* - 5X +6)

Davon berechnen wir nun die verbleibenden zwei Nullstellen mittels der Mitternachtsfor-

mel: g + ,/% — 6= g + % Dies liefert 2 und 3 als weitere Nullstellen.

Insgesamt ist also
p(X) = (X =D -2)(X =3).
(b) Da die Nullstellen aus (a) alle einfach sind und reell sind, erhalten wir als Fundamental-
system daraus: e, e?*, 37,

Die Wronski-Matrix ist

T

et 627; eSz
W((jj) = (ex 22 3e3’“) .
e 4e2% 9ed®
Die Wronski-Matrix an der Stelle 0 wird also
111
W(0) = (ﬁg) )
(c) Losungen der Differentialgleichung sind Linearkombination des Fundamentalsystems. So-
mit ist jede Losungen von der Form
c1e” + c0e®® + 5637 |

wobei ¢, o, c3 € R.



(d) Um passende Koeffizienten zu den Anfangswerten zu finden, 16sen wir das Gleichungssy-

stem
C1 Yo
W(()) G|l = 1%
C3 Yo

W(0) = [e® 2% 3e° | =

e 46" 9¢e°

—_ = =

1
2
4

O W =

Damit 16sen wir nun das Gleichungssystem mit den Anfangswerten als rechter Seite:

1 1 1|1 1 1 1|1 1 0 —-11]0 1 0 01/2
1 2 3|2 ~ 01 21 ~ 01 1 ~ 01 0] 0
1 4 915 0 3 8|4 0 0 1 00 1|1/2

Somit ist ¢; = %, =0, c3= % Die Losung fiir das Anfangswertproblem ist also

1 1 1
5e:z:_i_o(32ac_|_§e?mc — §ex+§e3x‘
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