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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge
Losung 6
Hausaufgabe 16 Wir betrachten die folgende Differentialgleichung.
y® 4+ y@ — 24 =

(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem fiir die betrachtete Differentialgleichung. Bestim-
men Sie alle Losungen von y®) + ¢y — 2y(1) = 0.

(b) Losen Sie das Anfangswertproblem fiir die Differentialgleichung mit den Anfangswerten
y(0) =1, ¢/(0) = 4 und y"(0) = 10.

Lésung.
(a) Das charakteristische Polynom ist
p(X)=X3+ X% 2X = X(X*+ X —2).
Ausklammern von X liefert die erste Nullstelle A; = 0.
Wir berechnen nun die verbleibenden zwei Nullstellen Ay, A3 mittels der Mitternachtsfor-

mel
—1+v1+8 —1+3
5 -

Aoz = 5

und erhalten A\ = 1 und A3 = —2.

Insgesamt ist also
p(X) = X(X -1)(X+2).

Da die Nullstellen von p(X) alle verschieden und reell sind, erhalten wir als Fundamen-
talsystem daraus:

fl(l,) — e)\l-x — 1 ,

f2(x) = e>\2~z =e” )

falx) = e =e7.
Alle Losungen der betrachteten Differentialgleichung sind also von der Form
2x

f(x) = c1 4 coe” + cze”

mit ¢y, c9,c3 € R.



(b) Die Wronski-Matrix ist

Die Wronski-Matrix an der Stelle 0 wird also
11 1
W(0) = (8 %_?1) .

Fiir die gegebenen Anfangswerte l6sen wir das Gleichungssystem

Cq 1 1 1 C1 1 Yo
WO)[e|=10 1 -2 al=14=|un

cs 01 4/ \e 10 s
Wir erhalten
11 1|1 11 1|1 1 1 00 1 0 0]—-6
01 —2|4 ~ 01 —214 ~ 01 0]6 ~ 01 0] 6
01 4110 00 6|6 0 01 00 1|1
Somit ist ¢; = —6, ¢ = 6, c3 = 1. Die Losung fiir das Anfangswertproblem ist also

f(z) = —6+6e" +e " .



Hausaufgabe 17 Wir betrachten die folgende Differentialgleichung.
(a) Uberpriifen Sie, dass gi(x) = €®, go(z) = €*® und g3(x) = ve** Losungen auf R sind.

(b) Bestimmen Sie fiir g1, g2, g3 die Wronskimatrix W(1).

Uberpriifen Sie: g1, g2, g3 bilden ein Fundamentalsystem der betrachteten Differential-
gleichung.

(c¢) Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung.

(d) Losen Sie das Anfangswertproblem fiir die Differentialgleichung mit den Anfangswerten
y(1) =1 und y'(1) =2 und y”’(1) = 5.

Lésung.

(a) Wir bestimmen zunéchst die Ableitungen:

D)= p@) = gle) =¥

g1(z) =¢" gh(z) = 2e** gh(z) = e + 2we* = (22 + 1)e**

gi(x) =¢" gy () = 4e** gy (x) = 26 +2(2x + 1)e* = (4 + 4)e**
g () =¢" gy (z) = 8e** gy (2) = 4e* + 2(4z + 4)e** = (8z + 12)e*

Einsetzen von ¢; in die Differentialgleichung ergibt

e’ —he" +8" —4e* =0 V

Einsetzen von gy in die Differentialgleichung ergibt

82 — 5.4 4 8.2 —4e* =0 v

Einsetzen von g3 in die Differentialgleichung ergibt
(87+12)e** —5(dx+4)e* +8(2z+1)e* —4xe®” = (82—201+162—4x+12—20+8)e** =0

Somit sind ¢ (), g2(x) und gs(x) Losungen.
Fiir gs(z) kann alternativ auch Heaviside angewandt werden:

Einsetzen von g¢3(x) in die Differentialgleichung gibt

95 () — 595 () + 843" (x) — 4gs(z)
= (D3 —5D? 4+ 8D — 4)(gs(z))

= p(D)(ze*)

= ¢p(D +2)(2)



wobei p(X) = X? —5X? 48X — 4. Es wird

p(X+2) = (X+2P2-5X+2)?2+8X+2)—4
= X346X24+12X+8—-5X2—-20X —20+8X +16—4
X34+ X2
Wir konnen also fortsetzen:

ep(D+2)(x) = c2(D+D?)(x)

(b) Einsetzen von x = 1 in die obigen Ableitungen liefert direkt die Wronski-Matrix:

e e ¢?
W)= le 2¢* 3e?
e 4e? 8e?
Es ist
e e g2 e e2 €2 .
det | e 2e? 3e* | =det |0 e 2e? | =e-det © ¢ =e-(Te* —6e*) =€ #£0.
0 o ) ) 3e? T7e?
e 4e* Re 0 3e* Te

Da die Determinante ungleich null ist, bilden gy, g2, g3 ein Fundamentalsystem.

(c¢) Losungen der homogenen Differentialgleichung sind Linearkombinationen des Fundamen-
talsystems. Somit ist jede Losungen von der Form

c16% + 9% 4 cyxe®®

mit ¢y, o, c3 € R.

(d) Fiir die gegebenen Anfangswerte losen wir das Gleichungssystem

e e ¢ c 1 Y0

e 2% 3¢ ol=12|=|wn

e 4e? 8%/ \c3 5 Yo
Wir erhalten
e e e |1 e e 2|1 e 0 —e%|0 e 0 0
e 2% 3e?|2 ~ 0 e 22%|1 ~ 0 e 2% |1 ~ 0 e 0
e 4e* 8?15 0 3e? Te? |4 0 0 e |1 0 0 €2
Somit ist ¢; = e !, ¢ = —e 2 und ¢3 = e 2.

Die Losung des Anfangswertproblems ist somit gegeben durch

f(l') — e—lex _ e—2€2x + e—21,62:c — ex—l _ e2z—2 + xe2x—2 ]



Hausaufgabe 18 Wir betrachten die folgende Differentialgleichung.
2y" — 4y’ + 6y =0

(a) Uberprﬂfer} Sie, dass g(z) = x* und h(z) = 2 Losungen der Differentialgleichung auf
R- sind. Uberpriifen Sie unter Zuhilfenahme der Wronski-Matrix W(1), ob g, h ein Fun-
damentalsystem bilden.

(b) Bestimmen Sie alle Losungen der betrachteten Differentialgleichung.
(c) Bestimmen Sie W(1)~!. Finden Sie damit zwei Lésungen fi(z) und fo(x) der Differenti-
algleichung, fiir welche gilt:
) =1 f(1)=0
f)y=0 f(1)=1

(d) Finden Sie dy, dy € R derart, dass f(x) = d; f1(x) + da fo(x) die Differentialgleichung mit
den Anfangswerten y(1) =7 und y'(1) = —2 16st.

Lésung.
(a) Die Ableitungen von g(z) und h(z) sind:

g(x) = a7, g'(z) = 2, g'(x) =2
h(z) = 2°, R (z) = 322, h"(x) = 6z.

Einsetzen von g in die Differentialgleichung ergibt
2?2 — 4z 22+ 62 = 22" — 82° + 62° =0 Vv

Einsetzen von h in die Differentialgleichung ergibt

22 6x —4r - 322+ 622 =622 — 1222 +62° =0 v

Beide Funktionen g(x) = 2% und h(z) = 2° sind damit Losungen der Differentialgleichung.

Die Wronski-Matrix lautet

Fir z =1 also

Die Determinante von W(1) ergibt sich zu

det(W(1))=1-3-2-1=1#0.

Da die Determinante ungleich null ist, bilden g(x) und h(z) ein Fundamentalsystem.



(b) Losungen der homogenen Differentialgleichung sind Linearkombinationen des Fundamen-
talsystems. Somit ist jede Losungen von der Form

f(z) = c19(x) + coh(z) = c12* + o2,

wobei ¢y, ¢y € R.

(¢) Da fi(z) und fo(x) Losungen der Differentialgleichung sind setzen wir an:

fi(z) = c12? + cox® und fo(x) = 2% + Cox® mit ¢, ¢9,¢1,00 €ER .

11
Die Inverse von W(1) = (2 3) ist

Fiir fi(x) setzen wir die Anfangsbedingungen fi(1) =1 und f{(1) = 0 ein und erhalten
1 3
Y=wayr (] = .
Co O —2

fi(x) = 32 — 22°.

Daher folgt

Fiir fo(x) setzen wir die Anfangsbedingungen f5(1) = 0 und f5(1) = 1 ein und erhalten
c —1
(&) 1 1

fo(x) = —2® + 2%

Daher folgt

(d) Gesucht sind dy,dy € R so, dass

f(x) = difr(x) + dafa(x)

die Anfangsbedingungen f(1) =7, f'(1) = —2 erfiillt.

Es ist
7

-2

f(1) = difi(1) +dafo(1) =dy-1+dy-0
) = difi1) +dof3(1) =di - 0+dy- 1

und also dy = 7 und dy = —2.



Nicht verlangt: Die Losung des Anfangswertproblems ist dann iibrigens gegeben durch

fx) = Tfi(z) —2f2(z)
= 7(32? — 223) — 2(—2% + 2?)
= 2122 — 1423 + 22% — 223
= 232% — 1623.
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