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Losung 7

Hausaufgabe 19 Wir betrachten folgende Differentialgleichung.
y® — Ty 415y — 9y =0

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom p(X) der Differentialgleichung. Berechnen
Sie p(3). Zerlegen Sie p(X) in ein Produkt von Linearfaktoren.

(b) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung.
(¢) Uberpriifen Sie die Losungen aus (b) durch Einsetzen in die Differentialgleichung.

(d) Losen Sie das Anfangswertproblem fiir die Differentialgleichung mit
y(0) =1, ¢'(0) =0, y"(0) = —5.

Lésung.

(a) Das charakteristische Polynom der Differentialgleichung ist
p(X)=X>—-7X*+15X - 9.

Wir erhalten
p(3)=3"-7-324+15-3-9=27—-63+45—-9=0.

Folglich ist A; = 3 eine Nullstelle. Mit Polynomdivision erhalten wir
X?—7X?+15X — 9= (X — 3)(X? —4X +3).
Wir berechnen nun die verbleibenden zwei Nullstellen Ay, A3 mittels der Mitternachtsfor-

mel
4++16 —12
2

)\273: =241

und erhalten Ay = 1 und A3 = 3.
Insgesamt ist also
p(X) = (X =3)*(X - 1).
(b) Aus den Nullstellen von p(X) und deren Vielfachheit ergibt sich das Fundamentalsystem

filz) = e
fg(l‘) = 63x7

f3(x) = xe¥”.



(c) Wir iiberpriifen die Losungen durch Einsetzen in die Differentialgleichung:

@) = T2 () + 15f1(x) — 9fi(x) = € —Te* + 156" — 9" =0 v
@) = 7P (@) + 15f5(x) — 9falz) = 27e3 —7.9.e3 +15.3e% —09e3* =0
2
£(@) = 187 (2) + 15f3(x) — 9fs(x) = (D*—7D? + 15D — 9)(fa())
= p(D)(ze™)
— & p(D+3)(2)
Fiir letzteres rechnen wir
p(D+3)=(D+3°*-7(D+3)*+15(D+3)—9
= D? + 9D? + 27D + 27 — 7D* — 42D — 63 + 15D + 36
= D? 4+ 2D?
und erhalten
™ - p(D+3)(x) =™ - (D’ +2D?)(z) =e*(0+0) =0 v
(d) Alle Losungen der betrachteten Differentialgleichung sind von der Form
f(z) = c1e” + cpe®® + cyxe®™
mit ¢y, c9,c3 € R.
Die Wronski-Matrix ist ) ,
W = (2 )
Die Wronski-Matrix an der Stelle 0 wird also
110
W(0) = Qg 1 ) )

Fiir die gegebenen Anfangswerte losen wir das Gleichungssystem

a1 110 1 1 Yo
WO) el =11 3 1 o | = 0]l=1|wn
C3 ]_ 9 6 C3 —5 Yo
Wir erhalten
1 1 0] 1 1 1 0] 1 1 1 0| 1 1 00
1 3 1] 0 ~ 0 2 1|-1 ~ 0 2 1|-1 ~ 01 0| O
1 9 6|5 0 8 6|6 0 1|-—1 0 0 1|-1
Somit ist ¢; =1, ca =0, ¢3 = —1.

Die Losung fiir das Anfangswertproblem ist also

f(z) =e* — xe®,
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Hausaufgabe 20 Wir betrachten folgende Differentialgleichung.
y//_|_y/ . 2y — 271,26—295

(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie eine partikuldre Losung f,(x) der Differentialgleichung
y'+y — 2y = 2Tx%e %,

xT

(c) Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung y” + 3/ — 2y = 27x%e™ 2.

Lésung.

(a) Das charakteristische Polynom ist p(X) = X%+ X — 2. Wir berechnen die Nullstellen Ay,
Ao mittels der Mitternachtsformel

-1+v1+8 —1+3
2 2

Ao =

und erhalten Ay = 1 und Ay = —2.

Da p(X) Grad 2 hat und zwei verschiedene reelle Nullstellen hat, erhalten wir als Funda-
mentalsystem daraus

file) = T =e",

folr) = @t =a

(b) Wir bestimmen eine partikuldre Losung mit dem Ansatz nach Art der rechten Seite. Die
rechte Seite der Gleichung hat die Form r(z)e*, wobei r(z) = 27z* ein Polynom von
Grad 2 ist und wobei p = —2 ist.

Da p eine einfache Nullstelle von p(X) ist, liegt der Resonanzfall vor mit m = 1. Wir
setzen daher

fo(z) = 2(892° + 517 + s0)e 2 = (890° + 8127 + spz)e >

an und bestimmen die Koeffizienten durch Einsetzen in die inhomogene Differentialglei-
chung.

Mit Heaviside konnen wir hier viel Arbeit sparen: Wir werten das charakteristische Po-
lynom in D + p aus, wobei D der Differentialoperator ist.

Es gilt p(X —2) = (X —2)? + (X —2) — 2 = X? — 3X und daher p(D — 2) = D* — 3D.



Damit wird

272072 L fé’(l‘) + f}’)(:v) —2fp(x) = p(D)(fp(2))
p(D)(e > (s22® + s12° + s07))
2. p(D — 2)(s92” + 5127 + s)

20 (D? — 3D)(s92” + 5127 + 507)
721(

e
e
= e ¥ (6591 + 251 — 98927 — 65170 — 38¢)
= e 2*(—9892% + (655 — 651)x + 28] — 350) .

Wir fiihren einen Koeffizientenvergleich durch fiir

—9802% + (689 — 651)x + 251 — 359 = 272° = r(x).

2 —9s9 = 27

zl: 6sy—6s;= 0

2 281 —3sp= 0

Wir erhalten sy = —3, s1 = —3 und sy = —2.

Somit ist
folz) = e 2*(=32* — 32* — 21)

eine partikuldre Losung wie gesucht.

Alternative Losung zu (b): Variation der Konstanten.

Mit (a) erhalten wir die Wronski-Matrix

und ihre Inverse

W( )—1 1 _26—21‘ _e—2az e” _2e—2x _e—2x
T = -
et . (_26—290) _ ea:e—2:1: _e® e” 3 —et e®

Wir bestimmen eine partikulidre Losung mit dem Ansatz f,(x) = di(x) fi(z) +da(x) fa(x).
Hierzu wird

di(z) \ _ W(a)! 0 _ L2 e 0 _ 92237
dh () 27r2e™ " 3\ e —e™ 27x2e™ 2" —9z? '



Es ist

[9z%e " de = [922- ( se7)] = [18z - (—3e %) du
= [“3z%e ¥+ f 6re " dx
= [-32%e ]+ [62 - (=3¢ )] — [6- (e ") dx
= [-3x2%e 73 — 2pe3 36_3:0] :
Somit kénnen wir Stammfunktionen di(z) = e 3 (=32% — 2z — 2) und dy(z) = —32°

wéhlen. Wir erhalten die partikulére Losung

fole) = (=807 20 = 3t~ a5’ gt 23

(¢) Jede Losung der Differentialgleichung ist von der Form
f(@) = crfi(@) + cafo(®) + folz) = 16" + cpe™ + e 2 (=32 — 32* — 2z),

wobei ¢, ¢y € R.
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Hausaufgabe 21 Wir betrachten auf R., die Differentialgleichung

" r+2 r 1
Y x2—|—xy 2+

y = 2x+2.

(a) Uberpriifen Sie: Es sind fi(z) := 2 und fy(z) :=  + 2 Losungen der zugehdrigen homo-
genen Differentialgleichung.

(b) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem der zugehorigen homogenen Differentialgleichung
unter Verwendung von (a).

(c) Bestimmen Sie eine partikulidre Losung f,,(z) der Differentialgleichung

y' + —;21236 Yy — xzi_x y = 2z + 2.

L1 Ly = 2242

(d) Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichung y" + 5= ¢ — o

Lésung.

(a) Einsetzen von fi(z) in die Differentialgleichung liefert

2 a2 1 1 1_2 e+24a_2 20+l 2 2 _ .
w3 wz+Da? z@+1)z 23 23@+1) 23 p3a+1) 23 a3

Einsetzen von f5(z) in die Differentialgleichung liefert

T+ 2 1 T+ 2 T+ 2

z(r+1) _x(:z:+1)($+2>: B =0

0= r(x+1) z(z+1)

(b) Fiir fi, fo ist die Wronski-Matrix gegeben durch

Damit ist

w = (3.

Da det(W(1)) =4 # 0 ist, bilden fi, f ein Fundamentalsystem.

(¢) Wir verwenden Variation der Konstanten und setzen an: f,(z) = ¢;(2)1 + ca(z)(z + 2).

Wir erhalten
() _ 7)1 0
(c’z(x)>_w<> (2%%—2)'



Es ist det W(z) = 2 — (=% (2 + 2)) = 242 und also

T

. 72 1 —2z-2
W(z)™" =
(@) wrz| L1
x? x
Also wird
a@\ _ et [ 1 TR 0
Cé(l‘) 22 + 2 ﬁ ; 20 4+ 2
o, 1 —2z-2 0
= T 1 1 1
x? x
B r?(—z — 2)
- x
- —x3 — 222
= N _
Somit kénnen wir Stammfunktionen ¢;(z) = —32* — 22® und ¢y (2) = 32? wiihlen.
Damit ist
1 1 2 1 1 1 1
fo(z) = 01(@; +o(x)(z+2) = <—Zx4 - gx?’) - + §x2(x +2)= Zx?’ + §x2

eine partikuldre Losung.

(d) Jede Losung der Differentialgleichung ist von der Form

3 22

1
flo) =7+ 5 tdi_+dy(z+2),

wobei di, dy € R.
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