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Losung 9
Hausaufgabe 25 Wir betrachten die Differentialgleichung
y' +6y + 10y = 6e*

mit den Anfangsbedingungen y(0) = 0, y/(0) = 0.
Sei f(t) die gesuchte Losung dieses Anfangswertproblems.
Wir schreiben ¢(t) := 6e2t. Sei p(X) das charakteristische Polynom von 3" + 6y’ + 10y = 0.

(a) Bestimmen Sie U(s) = ﬁ und u(t) = L7HU(s)).

(b) Bestimmen Sie f(t) als Faltung: f(t) = u(t) * g(¢).

(¢) Uberpriifen Sie Ihre Losung aus (b) durch Einsetzen in die Differentialgleichung und in
die Anfangsbedingungen.

Lésung.

(a) Wir bestimmen das charakteristische Polynom der Differentialgleichung und ergénzen es

quadratisch.
p(X) = X?+6X+10 = (X +3)*+1
Mit ! . ]
U = pumy =
(s) p(s) s?2+6s+ 10 (s+3)2+1
wird .
ut) = £~ (<s e 12) = ¢ sin(t).
(b) Es wird
f@) = (uxg)(t)
= (gxu)(t)
= [76e20=") . =3 gin(z) da
= 6Ge 2 [} e sin(z)dx .
Es ist

[ e “sin(z) dx

und daher



Nun folgt
ft) = 6 [ e "sin(z)dw

6e~2 [—1e™ (sin(z) + cos(:c))}g

—3e (e !(sin(t) 4 cos(t)) — 1)
e 3(—3sin(t) — 3cos(t)) + 3e 72 .

(¢) Wir machen nun eine Probe.
Es ist p(X) = (X +3)* + 1 und also p(X — 3) = X2 + 1.
Mit Heaviside wird

JU(t) +6£'(t) +10£(t)
p(D)(f(t ))
p(D)(e 3% (=3sin(t) — 3cos(t)) + 3e2)
p(D)(e™(=3sin(t) — 3cos(t))) + p(D)(3e)
e 3t p(D — 3)(—3sin(t) — 3cos(t)) + 3 - p(D)(e?)
e 3 (D% + 1)(—3sin(t) — 3cos(t)) + 3(D? + 6D + 10)(e2)
e 3t ((3sin(t) + 3cos(t)) + (—3sin(t) — 3cos(t))) + 3(4e™ + 6 - (—2)e 2" + 10e~%)
0+3-2e7% = 6e 2.

Ferner ist
f(0) = e®%(=3sin(0) — 3cos(0)) +3e 2% = —-3+3 = 0.
SchlieBlich ist
f'(t) = —3e " (=3sin(t) — 3cos(t)) + e *(—3cos(t) + 3sin(t)) — 6e >
und damit

f(0) = e %(6cos(0) + 12sin(0)) —6e > = 6 -6 =
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Hausaufgabe 26 Sei A := (tl) 3 g) Sei b(x) = ( 0 )
Wir betrachten das Differentialgleichungssystem

y = Ay+b(x).
2
(a) Sei w := (%) Berechnen Sie Aw. Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von y' = Ay.

(b) Bestimmen Sie alle Losungen von y' = Ay + b(x).
Lésung.

(a) Esist

nu= (139 ()= () =2 () 2w

Somit ist w ein Eigenvektor zum Eigenwert \; = 3. Wir bestimmen die weiteren Eigen-
werte von A. Es ist

.Y
det(A — AEg) = det (2? 302 li) = (1= N)det (371) =1 = N2 - NE-)) .
Wir erhalten also die weiteren Eigenwerte \; = 2 und A3 = 1.

Zum Eigenwert Ay = 2 bestimmen wir einen Eigenvektor:

0 1 010 1 0 -1
0 1 0]0 ~ 0 1 0
1 0 —-1]0 0 0 O

1
Somit ergibt sich der Eigenvektor wy = ((13)

0
Mit w3 = <(1)) ist Aws = ws. Also ist w3 ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A3 = 1.

Da wir 3 verschiedene reelle Eigenwerte fiir A € R3*3 vorliegen haben, ist ein Fundamen-
talsystem von y' = Ay somit gegeben durch

1

fu@) = (2) . fa@=c (1) . fu@ = (7).

(b) Um alle Losungen des Differentialgleichungssystems iy’ = Ay+0b(z) zu erhalten, bestimmen
wir zunédchst eine partikuldre Losung f,,.

Die zugehorige Wronski-Matrix lautet

263z 621 0
Weys(z) = | 2¢% 0 0 | .
3T 2T T



Wir wollen Wys(2:) ™! mittels Wys(2) ™ = Wiy (0) ™1 - Wys(—2) - Weys(0) ™ berechnen.
Zunéchst berechnen wir Wy(0)~':
0 0
1 of .
-1 1

2 1 0|1 0 O 1 0
2 0 0|0 1 O ~ 0 1
1 1 1]0 0 1 0 1

Es ist also Wy(0) ™

Il
VN
|
[ =
m\»—l,l_.t\)h—n
= o O
v

Nun folgt

Wir setzen an:

@)\ 0 Le¥ o0 2e” 0
d(x) = | @ | = Wes(2) 'b(z) = <e2f ~e2 0 > <0) = ( 2e””z) :
ch(x) —e ¥ geT¥ e ® x —24xze

Wir leiten auf zu ¢;(z) = 0 und zu cy(x) = —2e~7.

Ferner ist

[e3(x)] = / —2+xze " dr = [2z] + [x(—e7)] — / 1-(—e)de=[-2x—2e " —e"].
Wir wihlen c3(z) = —2x — ze™ —e™™.

Damit wird

c1(z) 0
C(I) = (cz(a})) = ( 7267*zz z) .
03(1') —2zx—zxe —e

Als partikuldre Losung von 3’ = Ay + b(x) erhalten wir

23T g2z () 0 _9e®
— — 3 —2e™ % = 0
fp(x> WSYS<I>C(x> 2:3: egz e(l <2xzee—xe—x> (726172‘%6271’*1) )

Alle Losungen des Differentialgleichungssystems sind somit gegeben durch:

Fo) = die® (3) + doe (0) + e (8) = (. 5., ) mit di,dy,ds € R.

2e”++2xeT+x+1

0 2e® 2”
Es ist auch 2e” (0> — ( 0 ) = — < , 0 ) eine partikuldre Losung. Alle Losun-
1 2e*4+-2xe®+x+1 2ze+x+1

gen des Differentialgleichungssystems sind somit auch gegeben durch:

f(z) = de® (%) + dye®® (é) + dse” <8> — ( ol > mit dy,dy,ds € R.

1 2xeT+x+1
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Hausaufgabe 27 Sei A := ( 0 %f)
(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von ¢y’ = Ay.

Berechnen Sie fiir die zugehorige Wronski-Matrix Wys(z) die Determinante det Wy(0).
(b) Bestimmen Sie alle Losungen des Differentialgleichungssystems y' = Ay.

(c) Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems 3’ = Ay mit y(0) = (é)

Lésung.

1
(a) Mit vy = (8) ist Av; = —2v;. Also ist vy ein Eigenvektor zum Eigenwert A\; = —2.
Es ist

det(A — AEg) = det (0 12 5 ) = (2= (=22 +4) .

2 1-A
Wir benétigen noch die Nullstellen von (1 — \)? 4 4. Es ist

(1-

AN2+4=0
= (A-12=-4
— A—1==+2i
— A=142i.

Das liefert die weiteren Eigenwerte Ay = 1+ 2i und A3 =1 — 2i.

Zum Eigenwert \y = 1 4 2i bestimmen wir einen Eigenvektor:

—2—(1+2i) 0 0
0 1—(1+2i) -2

0 2 1—(1+2i)

0 0 0
Somit erhalten wir als Eigenvektor vy = <i> = ((1)) +1 ([1))
Wir erhalten somit die Losungen:

1

fiy(@) =™ (g)
Jig(x) =" (Cos(2x) (
figy(z) = €” (sin(2:1:) (

0
) ) = ef (7 sin(2x)>
cos(2x)

0 0

0 1

1 0

8) + cos(2x) ((1)>> = e" <COS?296)>
1 0 sin(2z)

e 2" 0 0
Wsys (.CC) = 0 —e”sin(2z) e” cos(2x) .

0 e%cos(2z) e”sin(2z)

Es ist

und

010

100
det Wgys(0) = det | 001 | = =150 .

Somit bilden die Lésungen fj1), fi2), f3) ein Fundamentalsystem.



(b) Alle Losungen des Differentialgleichungssystems y' = Ay sind von der Form

1 0 0
f(z) = cre™ <8> + cpe” (—sin(2r)> + c3e” (COS(2w)>

cos(2z) sin(2x)
mit C1,C2,C3 € R

(c) Die Losung des Anfangswertproblems ergibt sich aus
1 | c1 100 c1 c1
<2> = WsyS(O) . <62> =|o01 (cg) = (Cg) )
3 c3 010 c3 c2

Somit sind ¢; = 1, ¢co = 3 und ¢3 = 2. Die Losung des Anfangswertproblems ist folglich

1 0 0
f(x) = e (9) + 3¢ (~sinzn) ) + 267 (contan) )

cos(2x) sin(2x)

Man kann das auch schreiben als

flz) = e (é) + e” cos(2x) (g) + e”sin(2x) (,3) :

2
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