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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge
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Hausaufgabe 28 Sei A := <_% >0 ?)

Wir betrachten das Differentialgleichungssystem y' = Ay.

1
Es ist 6 ein Eigenwert von A. Sei B := A — 6E4. Sei v := (8).
Man bestimme das minimale k& > 0 mit B¥v = 0. !

Es ist 4 ein weiterer Eigenwert von A. Bestimmen Sie einen zugehérigen Eigenvektor.

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem von ¢ = Ay.
Berechnen Sie fiir die zugehorige Wronski-Matrix Wgys(2) die Determinante det Wiy (0).

Bestimmen Sie alle Losungen von 3/ = Ay.

0
Bestimmen Sie die Losung des Anfangswertproblems y' = Ay mit y(0) = (é)
1

Lésung.
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B’v = B(B*v) = | ¢
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Also ist k = 3.
(b) Wir suchen einen Vektor w so, dass (A — 4E4)w = 0 ist. Dazu 16sen wir das Gleichungs-
System
2 -2 2 0o 1 -1 1 0]o0 1 -1 1 oo 1 -1 0 00
-1 1.0 3]0 0 0 1 30 0o 01 3|0 0 01 0/0
e > Ny
-1 1.0 1]0 0o 0 1 1o 0 0 0 -2]0 0o 00 10
1 -1 2 3|0 0 0 1 3]0 0o 00 o]0 0 0 0 0f0
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Somit ist w = (é) ein Eigenvektor zum Eigenwert 4.
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(c) Aus (a) erhalten wir die folgenden linear unabhéngigen Losungen.
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fuy(z) = %% (%—?Bg_lv> — ( %)

6z (2! p3-1, | «° p3—2 6z i 5 6r [ 40t5
Ji(x) =e¢ <ﬁB v+ 5B v>:e T i + 0 =e i

62 (22 p3-1, | a! p3-2, | 2° 33 6r (22 (4 5 0 6 ;igi;i
Ji(x) =e <§B v+ 5B+ 5B v>:e T + 0 + 1o =e s
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fuy(z) =€ (é) :

Hierfiir stellen wir die Wronski-Matrix auf

Aus (b) erhalten wir die Losung

—4eb7 —4xebT (=222 +1)eb? et
4e5% (4 +2)ebT (222 4 2x)ebT  et®
4eb 4xeb® 2z2e6® 0

0 2¢5® (2z+1)ef* 0

Die Determinante von Wgys(0) berechnen wir mittels Entwicklung nach der dritten Zeile.
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Da der Losungraum des Differentialgleichungssystems iy’ = Ay Dimension 4 hat, bilden
die linear unabhéngigen Losungen fj1), fi2), fi3], fl4) ein Fundamentalsystem.

Alle Losungen von 3y’ = Ay sind von der Form

—4 —4x —2§2+1 1

o 6 4 6z [ 4x+2 6x 2 2 4z [ 1
flx)=ci-e (4)+02~e ( 4$)+03-e T e o),

0 2 2z+1 0

mit ¢y, co,c3,c4 € R.

(d) Die Losung des Anfangswertproblems ergibt sich aus dem linearen Gleichungssystem

(1) £ w0 ()

Es ist
4 0 1 1] o 1 0 0 0] o 1 00 ©
4 2 0 1] -1 0 2 0 1]-1 0 2 0 1]-1
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4 0 0 0] 0 001 1] 0 0 0 1 0
0 2 1 0] 1 0 2 1 0] 1 00 1 —1] 2
1 0 0 1.0 0 0] o
0 2 0 1]-1 01 0 0] 0
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0 0 1 1 00 1 0] 1
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Somit erhalten wir ¢4 = —1, c3 =1, ¢co = 0 und ¢; = 0.

Folglich ist die Losung des Anfangswertproblems gegeben durch

—2z2+1
f(,x) = eﬁz 2x2~;926:£ _ e4x < ) )
2x+1
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Hausaufgabe 29 Sei f : R — R die gerade 27-periodische Funktion, die fiir 0 < z
gegeben ist durch

f(z) =1+2°

(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(z) fir —37 < o < 3.

(b) Bestimmen Sie Fourier(z).

(c) Verwenden Sie Fouriery(0), um y -, (_k—IQ)k zu berechnen.

Lésung.

(a) Skizze:

14724

—3r  —2r - T or  3m

(b) Da die Funktion gerade ist, ist by = 0 fiir & > 1. Wir berechnen

2 [T 2 1 .17 21 2
aoz—/o (1+x2)dx:—(7r+ [gx?’}o) :2—1—;5#3:2—1-57?2.



Fiir j > 1 ist

2 ™
a; = —/ (14 %) cos(jz) dx
m™Jo
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:—/ co d:c—i——/ 2% cos(j
™ Jo ™ Jo
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= F(_l)]
Somit ist
Fourier(z) = +Za cos(jz) =1+ 17T +§:i( 1) cos(jz) .
j=1 ! 3 Jj=1 ‘]2
(c) Esist
Fourier;(0) = 1 + 7r +Z Icos(0) =1+ 17r2 —|—4i (—1)
f 3 Pl

Da f in x = 0 stetig ist, nutzen wir die Gleichheit Fourier;(0) = f(0) = 1 und stellen die
Gleichung um. Es ist

und daher




Hausaufgabe 30 Sei f : R — R die 2m-periodische Funktion, die fiir —7m < x < 7 definiert
ist durch:

0 fir —7m<z<Z
f(;c):{ . 2
T fur5<a:<7r.

(a) Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(x) fir —7 <z < 3m.
(b) Bestimmen Sie Fourier (7).
(c) Bestimmen Sie die Fourier-Reihe von f(z).

(d) Sei fo(x) == % + 37 ay cos(kx) + Y i_, by sin(kx) das zweite Fourier-Polynom von f.

Bestimmen Sie das Skalarprodukt (fa(z)|f2(x)).

Lésung.
(a) Skizze:
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(b) An der Unstetigkeitsstelle zp = T ist der Wert Fourier (%) der Fourier-Reihe gegeben

2
durch

Fourier (g) _1 < lim f(z)+ lim f(:z:)) = % (g —I—O) = % .

2 r—5+0 r—5—0

(c) Die Funktion f ist weder gerade noch ungerade.



Es wird

Fir n > 1 wird

Firn > 1 wird
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Damit ist die Fourier-Reihe von f(z) gegeben durch

Fouriers(z) = o + a,, cos(nx) + b, sin(nz
f 2

- e X (g (5) i (1207 s (5) ) onton
3 (3 (e o)) - i () s

Dies lasst sich optional umschreiben zu

Fourier ()

o

3 1—(=1)* = (—1)k 1
= 6" + ; <W) cos(2kx) + kZ:O <_2(2k T @kt 1)277) cos((2k + 1)x)

+: (‘2 Z]i Dt )sm (2kz) +i0(2k+1 o ;i’;ﬂ) sin((2k + 1)) .

ag — gﬂ'
o = hsin() + (D) —eos(§) = b b = 52
ay = —gsin(5) + 5 (C1)? —cos (F)) = 5z (1= (=) = 5
b= (1P beos(3)) — S (5) =1 L= =t
by = LD+ beos () T boin () = "~ = 3
Damit wird
folz) = —i—Zak cos(kx) —l—Zbk sin(kx)
= ?_7(; 7T2+2(:os(:t)—|—2icos(2x)+W_lsin(x)—zsin@m).
T T T

Dank Orthogonalitétsrelationen ist fiir n, k > 0

- 2r firn=k=0
(cos(nz)|cos(kx)) = / cos(nz)cos(kz) de = <m firn=k#0

—T

0 sonst.

(cos(n)|sin(kz)) = / " cos(nz)sin(kz) dr = 0

—T

(sin(nx)|sin(k:x)>—/ sin(nz) sin(kz) dz = 0 sonst.

—T

4 {ﬂ' firn=k+#0



Damit folgt nun

3T T+2

= o cos(z) + 57 cos(2z) + T sin() — §sin(22)|55 — 57

1 4
3_7r|3_7r> + <—’T—+2c0s(q;)| w2

T2 cos(x)) + (5= cos(2x)|5= cos(2z))

16116 2m 2 o
+(==L sin(w)| ==L sin(x)) + (—2 sin(22)| — 2 sin(2x))
9n® ( +2)2 1 ( —1)2 9
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