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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge

Losung 11

Hausaufgabe 31 Sei t € R ein Parameter. Sei f : R — R die 27-periodische Funktion, die
fiir —m < x < 7w gegeben ist durch

() = {t falls © € (—m, 0]

x falls x € (0, 7]

Die Fourier-Reihe von f ist gegeben durch

[e.e]

- (t— —t
+ % + Z cos (k) + ; ™) sin(kx)

k=1

le

Fourier ¢(x)

(a) Skizzieren Sie im Fall t = 0 den Graphen einer Stammfunktion von f(x) fir x € [—m, 37].

(b) Bestimmen Sie ¢ so, dass eine 2m-periodische Stammfunktion von f existiert. Bestimmen
Sie die 2m-periodische Stammfunktion £’ von f mit ffﬂ F(z)dz =0.

(c) Skizzieren Sie den Graphen von F(z) fiir x € [—m, 37].
(d) Bestimmen Sie Fourierp(z).
Lésung.

(a) Eine Stammfunktion von f(z) wird erhalten als

- /Oxf(s)ds

Die untere Integralgrenze 0 haben wir dabei frei gewahlt.

Fir s € (—m,3n] ist

0 falls s € (—m, 0]
S falls s € (0,
Fls) = 0
0 falls s € (, 27r]
s —2m falls s € (27,37 .
Damit wird
0 falls = € [—m, 0]
12 falls z € (0,7
F0($) = ? 9 ( ]

3T falls = € [, 27]
2+ Lz —2m)? falls z € (2, 3]



Wir skizzieren den Graphen der Stammfunktion Fy auf [—7, 37].

f
=
31
5
(]
3

(b) Damit die Funktion f eine periodische Stammfunktion besitzt, muss ay = 0 gelten. Damit

folgt % + 7 = 0 und daher ¢t = —7.

Fir s € (—m, 7] ist

—7 falls s € (—m,0]
s  falls s € (0,7] .

Die gesuchte Stammfunktion F' ist dann fiir x € [—7, 7] von der Form

—%x falls z € [—,0]

s2? falls z € (0, 7]

F(x) = /Oxf(s)ds+c = c~|—{

fiir eine noch zu bestimmende Konstante ¢ € R.

Wir wihlen nun ¢ € R so, dass [ F(z)dx = 0 ist. Es soll sein

i 0 g
0;/ F($)dx:27rc+/ _%xdaﬂ‘/ %xdeZQWC"’_%(_W)Q—F%WS:Qﬂc—’_%ﬂs ’
0

—T —T

Damit erhalten wir ¢ = —272. Die gesuchte Stammfunktion ist nun fir —7 < z < 7

24
gegeben durch

—2z falls z € [-, 0]
Flz) = —3x24 0 2" P
(z) 2™ {%lﬂ falls 2 € (0, 7]



(c) Skizze des Graphen von F(z):

Fex)

(d) Da die 27-periodische Funktion f stiickweise stetig ist, und mit ¢ = 7 auch ay = 0 ist, er-
gibt sich die Fourier-Reihe von F'(x) aus der Fourier-Reihe von f durch summandenweises
Aufleiten wie folgt.

Fourierp(z) = Y50, % sin(kx) + > oo, —2% cos(kz)
= it 771rk sin(kz) + 207, # cos(kx)



Hausaufgabe 32 Wie in Platzaufgabe 33 sei f : R — R die 27-periodische Funktion, die fiir
—m < x < 7 gegeben ist durch

fz) = {O tir z € (—m,0)

x firxz € [0,7].
(a) Berechnen Sie Fourier?(:c) unter Verwendung von Fouriery(x) aus Platzaufgabe 33.

(b) Berechnen Sie Fourier;(f (x) abermals, indem Sie die komplexen Fourier-Koeffizienten direkt
nach Definition berechnen.

Lésung.

(a) Die Koeffizienten ¢, von Fourier(?(:x) stehen mit den Koeflizienten ay, by von Fourier(z)
in folgender Beziehung.

2 2
Es ist, nach Platzaufgabe 33,
‘ T 0 (_1)k -1 > (_1)k:+1 ‘
Fourier(z) = i Z e cos(kx) + Z sin(kz) .
—~ k=l — k=1 —
‘7‘70 ag bk
Wir erhalten
Qg ™
Co=—=—
T2 14
und, fir k > 1,
ap —iby 1 (=DF=1 i —(=D*F i % 1 %
= S Y = — (-1 1)k -1
o 2 2 k2 2k TARRAR A )
ap+ib, 1 (=DF—1 i —(=1)F —i A 1 A
k= == — - (~1 —1)k =
A i A AL Ry T SR el
Damit ist

Fourierff(x) = g + Z (i(_l)k + 27rk2((_1)k _ 1)) oike

k=1
" ioo (QIk(_l)k sz (D" - 1)> ek
-t (1 + o (1F = 1) o



(b) Es ist

Fiir k£ # 0 ist
[ et
Cr = Gy » zr)e x

1 [ .

= —/ ze ke dy
2w Jo
1 I 1l

[ ikx - = eikzg
2w ([I—lke L /0 ik I)
1 1 -1 7

= — - _1 k N —ikx
27 (W—ik( ) {kze ]0)
1 [ir 1 1

— [ =)y (1)
2T (k (=1)"+ k2( ) k2)
1 1
D () - )

Damit ist
Fouriert (z) = T4 i L(_l)k + 1 ((=1)F — 1) ) e*=
d 4 = \2 2mk?2 '

k0

Erwartungsgemaf ist das die gleiche Fourier-Reihe wie in (a).

Statt Z kann man auch Z schreiben, das bedeutet dasselbe.

k=—00 keZ~{0
R0 {0}



Hausaufgabe 33 Sei f: R — R die 27-periodische Funktion, die fiir z € (—m, 7] gegeben ist

durch

—x? fiir z € (—m,0)
flx) = x? fiir z € [0,7)

0 firz=m.

(a) Skizzieren Sie den Graphen von f fir —7 < z < 3.

(b) Berechnen Sie die Fourier-Reihe von f(x).

(c¢) Verwenden Sie die Parsevalsche Gleichung und die Fourier-Reihe aus (b), um

> s (=

Lésung.

1)*72k? — 2(=1)% + 2)? zu berechnen.

(a) Skizze des Graphen von f(z):

o 3

|
N
N e
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(b) Da die Funktion ungerade ist, ist a, = 0 fiir n > 0. Wir berechnen fiir n > 1

bn

/ 2% sin(nx) dz
0

( xz(—%cos(nx } g;( % cos nx) dx)

72 cos(n) + / 23 cos(na) x)

d
(04 2o (s m] "2 Lsinnn) ) o)

™

SEECISREY

/ \/\l—|
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n \_v_/ 0
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Somit ist

Fouriers(z) = Z (é—ﬂ((—l)” —-1)— 2%(—1)”) sin(nz) .

(c) Zuerst berechnen wir das Quadrat der Norm von f.

1£11* = (f1f)

WZ (% 2((-1)"—1)— n27r2(—1)”)) = §7r5
WZ nfﬁz 2((=1)" = 1) — 72 (-1)")* = %w”
WZ n647r2 (n*m* (=)™ = 2(=1)" + 2)2 = §W5
— 1o 2_ 1 5
Z 5 (n*m*(=1)" = 2(-1)"+2)" = o™
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