Kiinzer, Bitzer, Huber, Klingel, Kraufl, Nottoli Wintersemester 2024 /25
Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge
Losung 12
Hausaufgabe 34 Sei f:(0,4) > R:z— f(z) =6 —x.
(a) Sei F(z) die ungerade 8-periodische Fortsetzung von f(x).
Skizzieren Sie den Graphen von F(z) fir —4 < o < 12.
Markieren Sie darin den Graphen von f(z).
Geben Sie die Funktionswerte £'(0) und F'(4) an.
(b) Bestimmen Sie Fourierp(z).
(¢) Bestimmen Sie Fourierf(z).

Lésung.

(a) Skizze von F(z):

Da F ungerade und 8-periodisch ist, ist F'(0) = 0 und F'(4) = 0.



(b) Mit L =4 und w = T = § berechnen sich die Fourier-Koeffizienten wie folgt.
Fir 7 > 1 wird
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Fiir die Fourier-Reihe ergibt sich Fourierp(z) = ) <—,—(—1)J + —) sin (j Zx).
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(c) Da die Fourier-Koeffizienten ay alle gleich 0 sind, erhalten wir mit (b) die Koeffizienten
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Somit ist ¢, = | —(—=1)* — b i fir k € Z mit k # 0.
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Dazuhin ist ¢y = %ao =0.

Damit ergibt sich
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Hausaufgabe 35 Wir betrachten die Differentialgleichung
YUy + Ty = 0.
(a) Uberpriifen Sie, ob
u(z,y) = f(a® —y?)
fiir jede differenzierbare Funktion f : R — R eine Losung der Differentialgleichung ist.

(b) Finden Sie eine Losung u(x,y) der Differentialgleichung, die u(1,y) = sin(y?) fir y € R
erfiillt.

(c) Sei C:R - R2: 0 C(1) 1= (S0,
Uberpriifen Sie: Es ist C(t) € { (}) € R?|2? —y? =1} fiir t € R.
Skizzieren Sie die Kurve K := C'(R).

(d) Sei u eine beliebige Losung der Differentialgleichung, nicht notwendigerweise aus (a).
Berechnen Sie fiir C aus (c) die Ableitung $;u(C(t)). Argumentieren Sie, weshalb u(C(t))
stets eine konstante Funktion ist.

Lésung.
(a) Wir setzen u(z,y) = f(2? — y?) in die Differentialgleichung ein. Es wird

oy =y (16 =) + o (&7 = 7))
=y 2o f@*=y)) o (22 (27 =)
=0.

Also ist u(z,y) = f(x? —y?) eine Losung der Differentialgleichung.

(b) Wir suchen eine Losung wie in (a), also von der Form u(z,y) = f(2? — y?), mit

u(l,y) = f(12 = 4?) = sin(y?).

Wir suchen also eine differenzierbare Funktion f mit f(1 — y?) = sin(y?). Die Funktion
f(t) :==sin(—t + 1) erfiillt

f(1=y?) =sin(=(1 - ¢*) + 1) = sin(y?)
wie gewiinscht. Damit wird
u(z,y) = f(a® —y?) = sin(—(2® — ) + 1) = sin(y* — 2° + 1)

eine Losung wie gesucht.

(¢) Wir sollen iiberpriifen, ob fiir t € R

(1) = (5mif) € L (3) e R |a® —y* = 1} gils



Mit (5) = C(6) = () ist
2? — y? = cosh(t)? — sinh(t)? = 1

sinh

Skizze von K := C(R):

und folglich (COSh )E{( ) ER?|a? —y? =1} fir t € R.

Es ist {(j) € R*|2? — y*> = 1} eine Hyperbel. Die Punkte der Kurve K liegen, wie
eben gezeigt, auf dieser Hyperbel. Die Kurve durchlauft alle Punkte der Menge, die eine
positive z-Komponente haben, da cosh(¢) > 0 stets und da sinh surjektiv ist. Damit ist
K gerade der rechte Ast dieser Hyperbel.

(d) Sei u(z,y) eine Funktion, die
Y- ug(z,y) +x-uy(x,y) =0
erfiillt fiir () € R
Setzt man hier (j) = C(t) = (gfjﬁg))) ein, so erhalten wir
sinh(t) - u,(cosh(t),sinh(t)) + cosh(t) - u,(cosh(t),sinh(t)) = 0.

Nun wird

du(Ct)) = iu(cosh(t),sinh(t))

— u,(cosh(t), sinh(t)) - 4 cosh(t) + u,(cosh(t),sinh(t)) - < sinh(t)
= wug(cosh(t),sinh(t)) - sinh(t) 4+ u,(cosh(t), sinh(¢)) - cosh(t)
=0

geméaf der vorbereitenden Rechnung.

Da nun -Lu(cosh(t), sinh(t)) = 0 ist, ist & : R — R : ¢ — u(cosh(t),sinh(t)) stets eine

konstante Funktion.



Hausaufgabe 36 Wir betrachten die Differentialgleichung
Ugy = Uy -
(a) Finden Sie Funktionen f,g: R — R so, dass u(x,y) := f(z)-g(y) die Differentialgleichung
16st und ., (z, y) nichtkonstant ist.

(b) Finden Sie eine Losung u(z,y) der Differentialgleichung, die u(z,0) = cos(3z) fiir x € R
erfiillt.

(c) Finden Sie eine Losung u(x,y) der Differentialgleichung, die u(0,y) = exp(3y) fur y € R
erfiillt.

Lésung.

(a) Wir setzen den Ansatz u(z,y) = f(z) - g(y) in die Differentialgleichung ., = w,, ein:

Wir formen um zu

f'(x)  g"(y)

flx)  gly)

Die linke Seite % ist unabhéngig von y. Die rechte Seite L;’)) ist unabhéngig von .

g(
Daher folgt

(@) _9"W _

flx) gy

fiir eine Konstante C € R.

Erfiillen umgekehrt f(x) und g(y) diese Gleichung fiir eine Konstante C', dann ist auch
f"(@) - g(y) = f(x) - g"(y), weswegen u(z,y) = f(z) - g(y) dann uy, = uy, erfiillt.

Es ergeben sich also die Bedingungen
ff2)+C-flz)=0 und g"(y)+C-g(y)=0
Somit sind f und ¢ Losungen der gewohnliche Differentialgleichung 2” + C' - z = 0.

Wir konnen also z.B.

C=1, f(x)=sin(z) und g(y) = cos(y)

wiahlen als Losungen von 2" 4+ 2z = 0.

Dann ist u(x,y) = sin(z) cos(y) und daher u,,(z,y) = —sin(z) cos(y) (= uyy(z,y)) nicht-
konstant.

Bei einer anderen Wahl von C' kann man eine andersgeartete Losung erhalten.



Wihlt man z.B. C = —1, dann sollten f und g Losungen von 2z’ — z = 0 sein. Wir
konnen z.B. f(x) = ¢ und g(y) = ¢ ¥ nehmen, was auf u(z,y) = " ¥ fithrt. Hier ist
Ugze (2, y) = "~ Y nichtkonstant.

Wihlt man aber C' = 0, dann sollten f und g Losungen von z” = 0 sein. Dies fiihrt zu
einer Losung mit u,,(z,y) = 0 konstant, was vermieden werden sollte. Also ist diese Wahl
fiir C' nicht moglich.

Wir setzen u(z,y) = f(z) - g(y) an. Es soll

u(z,0) = f(z)-9(0) = cos(3z)

sein, also ¢(0) # 0 und f(z) = ﬁ cos(3x).

Ferner sollte

0 = tpe —uyy = 25(f(2)-9(v) = £=(f(@) - 9v)) = f"(2)-g(y) = f(2)- g"()

sein, also

0 = 945 cos(3z) - g(y) — ;g cos(3x) - " (y) -

Es folgt
g"(y)+99(y) = 0.

Diese Differentialgleichung hat das charakteristische Polynom X?+9 = (X —3i)(X +3i),
mit den Nullstellen A\; = 31 und Ay = —3i.

Als eine Losung dieser Differentialgleichung kénnen wir z.B. die Funktion g(y) = cos(3y)
wéhlen.

Insgesamt wird damit
u(z,y) = f(z)-g9ly) = @cos(?m) -cos(3y) = cos(3x) cos(3y) .

Wir setzen u(z,y) = f(z) - g(y) an. Es soll

sein, also f(0) # 0 und g(y) = €.

Ferner sollte

0 = tpe —uyy = 25(f()-9(y) — £=(f(2) - 9v)) = f"(2)-g(y) = f(2)- g"(1)
sein, also
0= f"(x)- ﬁo)egy — f(z)- 9%633’/ :
Es folgt
()~ 9f(x) = 0.

Diese Differentialgleichung hat das charakteristische Polynom X? — 9 = (X — 3)(X + 3),
mit den Nullstellen \; = 3 und Ay = —3.



Als eine Losung dieser Differentialgleichung kénnen wir z.B. die Funktion f(z) = e

wahlen.

Insgesamt wird
3T 1 3y eSJ:+3y
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