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Losung 13

Hausaufgabe 37 Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung

_ 1
Uy = 7“3}&07

it Randbedi
HHE RAnCheCIIGHnSEn w(0,8) =0, w(2,t)=0 firt>0

und Anfangsbedingung
x? falls 0 < x < 1

u(z,0) = f(x) =

(2,0) = /(2) {(2—33)2 falls 1 <2 <2
Die Fourlerkoefﬁmenten b, der ungeraden 4-periodischen Fortsetzung von f sind fiir n > 1 gegeben
durch b, = % (nsin()m + (=1)" — 1).

fur x € [0, 2].

(a) Bestimmen Sie die Losung u(z,t) der Wérmeleitungsgleichung, die die obigen Rand- und
Anfangsbedingungen erfiillt.

1
sUgy -

(b) Uberpriifen Sie Thre Losung aus (a) durch Einsetzen in die Wérmeleitungsgleichung u, = -

(c) Uberpriifen Sie: Die Funktion u(z, 2) hat ein lokales Maximum an der Stelle 2o = 1. Verwenden
Sie dazu, dass b, = 0 ist fiir gerades n und dass nm > 2 ist fiir ungerades n.

Lésung.

(a) Mit a® = 2 und L = 2 ist

wlat)= 2 (f: 20 (nsin("T) 7 4 (-1 — 1) sin (22 )




Es wird, durch summandenweises Ableiten,
0 [« 16
U = 5 ( . (n sin(n—27T> T+ (—=1)" — 1) sin(%x) e = t>
=\ 16
= Z =3 (n sin(%) T+ (—=1)" — 1) (%T cos(n;x)

= 8 2.2
= Z 3 (n sin(%) T+ (—1)" — 1) cos(%x) e L

n=1
5 () e 1) (A ()
n=1 7T2n2 2 2
o0
4 22
= Z - <nsm(%) T+ (=1)" — 1> sin(mx) e !
™
n=1

Also ist in der Tat u; = %um )

¢) Fiir n = 2k gerade, wobei k € Z-, ist in der Tat
() g >
b = bo = g (2ksin(3T) 7+ (1) = 1) = S ksin(km)m+1-1) = 0.

Auch ohne Vorfaktor ist fiir gerades n damit

nsin(g )T+ (—=1)" =1 = 0.

Mit (b) wird

=8 . /nT N NT\ 222
ug (1,2) = Z 5.3 (n sm(7> T+ (=1)" — 1) cos(7> e~ 14
A

Vv
=0 fiir =0 fiir
n gerade n ungerade

Also liegt bei zp = 1 eine kritische Stelle der Funktion u(x,2) vor.



Wir wollen mittels der zweiten Ableitung nach x noch iiberpriifen, ob bei der kritischen Stelle
2o = 1 tatséchlich ein lokales Maximum vorliegt.

Zunéchst betrachten wir einen in wu,,(1,2) geméf (b) auftretenden Faktor:

Fiir n ungerade ist sin(%*) € {—1,1} und (—1)" — 1 = —2. Daher ist fiir ungerades n € Zs,

(nsin(%) 7+ (=1)" — 1) sin(%) = nsin(%)zﬂ' — 2sin (%)
nmw — 25111(”7”)
=z 1-m—=2
> 0.

Somit folgt mit (b)

= 4
Uz (1,2) Z = (nsin(n—;> — 1> Sin(%) eT 1 < 0.
>

n=1 /

0 falls n ungerade
0 falls n gerade

Folglich liegt an der Stelle o = 1 ein lokales Maximum vor.



Hausaufgabe 38 Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung
Uy = 2Uyy + (2, 1),
mit den Rand- und Anfangsbedingungen
w(0,t) =0, wu(2,t)=0 firt>0
u(z,0) = z(x — 2) fir x € [0,2] .

Sei mittels Fourier-Reihe u(z,0) =3 7, LLl(EDs) Skg —1) sin(k%x) bekannt fiir x € [0, 2].

(a) Sei nun r(z,t) := 0. Bestimmen Sie die Losung u(z,t) von u; = 2u,, mit obigen Rand- und
Anfangsbedingungen.

(b) Sei nun 7(x,t) := 5sin(35x). Bestimmen Sie die Losung u(z,t) von uy = 2u,, + 5sin(35x)
mit obigen Rand- und Anfangsbedingungen.

Lésung.

1 7T3k3
—_—

= by,

o 16((—1)F — 1
(a) Mit a®* =2, L =2 und u(z,0) = > 16((=1)" = 1) sin(k3z) ist
k=

_ a?n272 t

by, sin(%x) e L2

£
8

I
(18

n=1

o0
. 16((—1)"—1) . - 2n 27r t
= X T sin(nfz)e "z

n=1

o 2_2

16((—1)"=1) _. _n?x
= ) el )sm(nﬂx)e 2 !
303 2

3
Il
—

(b) Die Fourier-Koeffizienten b, (t) fiir die ungerade 4-periodische Fortsetzung in z-Richtung von

r(z,t) = 5sin( Z )sin(n3z)

ergeben sich durch direktes Ablesen:

7 fi =
bn(t> _ { 5 ur n 3
0 sonst.
Damit ist 2
I a?n272t ~ 27L27T2t kit . _
b(t) =b,(t)e 2 =b,(t)e” 2 = be 2z fiirn=3
0 sonst.

Aufleiten gibt

5 2 oant f 3 10 9n2t ..
bn(t) _ 9?8 2 +03 ur n = _ 9?6 2
Cn sonst Cn sonst

mit den Integrationskonstanten ¢, € R fiir n > 1.




Als Zwischenergebnis erhalten wir
a2n27r2t

o
u(z,t) = an sin(“7%) e 12

n=1

2

2
—n27r2t 9t
_ s 10 : s -
= (g Cp, Sin n2x 2 >+<9ﬂ2e 2 +03>81n(32x)e 2
T 7n271'2t
+ E Cp, SIN n23: 2
2_2

o 10 9r2t . ( ™ ) _ 9t
= <9ﬂQe 2 )sm 35x)e
—nent

- 9102 sm(3 ) + Z Cn sm(ngx) e 2

—n27r2t

sin (ngaj) e 2

n=1

Fiir ¢ = 0 gilt

— s
u(z,0) = 3% sin(3%z) + E ¢ sin(nZz)

Wir bestimmen ¢,, durch Einsetzen der Anfangsbedingung und Abgleich der Fourier-Koeffizienten:

o 2sm( +chsm ngx) = u(z,0) 216( D"—1) Sln(ngx) .

n=1

Daher erhalten wir die Bedingungen

10 Lo16((=)°-1)
gz TG T T
'o1s((=1)n-1) ..
Ccp, = 33 fiir n 7é 3,
_ .32 10 _ _ 32430m _ 16(( )
d.h. Cg——27ﬂ_3 T 9nZ T T orad U.nan—ﬂ— furn#3

Einsetzen in obiges Zwischenergebnis gibt

7n27r2t

u(z,t) = 5%sin(3% )+chsm(ng1‘)e 2

n=1

2
10 32430m — 97" ¢ 16((=1)"—1) by —ngt
<97r2 o B )sm(?) )+Z WSng sm(an)e 2 1.
n—

n7é3



Hausaufgabe 39 Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung
Up = Ugy + 1
mit den Rand- und Anfangsbedingungen

uw(0,t) =0, w(mt)=t firt>0
u(z,0) =0 fir € [0, 7] .

(a) Reduzieren Sie das Problem mit inhomogenen Randbedingungen fiir u(z,t) auf ein Problem
mit homogenen Randbedingungen fiir @(z,t).

(b) Bestimmen Sie die Losung @(z, t) fir das Problem aus (a).

(c) Bestimmen Sie die Losung u(z,t) des Ausgangsproblems unter Verwendung von (b).

Lésung.

(a) Mit L =, f(x) =0, g(t) =u(0,t) =0, h(t) = u(m,t) =t und r(z,t) = 1 erhalten wir

f(x,t):r(x,t)—(1—%)9’(15)—;}#()—1—0—— 1=1-2

s ™
€T

f@) = f(@) = (1= =) 9(0) = Zh(0) =0=0—0=0.

Das reduzierte Problem lautet also:
. T
U = Ugg + 1—-— )
T

] ].
Ul g U(I, 0) : U z [ ) ] ’

(b) Die Fourier-Koeffizienten l;k(t) fiir die ungerade 2m-periodische Fortsetzung in z-Richtung von
7(z,t) =1 — £ sind fiir £ > 1 gegeben durch

be(t) = 2 / ’ (1 2) sin(kr) dr
(10 ("“S“””)]Z - (55) (Feoten) ar)
(0 ) Oﬂcos(kx) dx)
~ L fsin(ko))
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Wir erhalten

) = B0 T = B = Lo
Aufleiten gibt
be(t) = % : %ek% +op = %ek% + ¢
mit den Integrationskonstanten ¢, € R fiir k£ > 1.
Als Zwischenergebnis erhalten wir
_a2k%x?t

a(z,t) = Zbk(t)sin(’”Tx)e L2

i
)

[
NE

2
(kTekzt + ck) sin(kz) et .
s

B
Il

1

Fiir t = 0 gilt

i(z,0) = i (% + ck> sin(kz) .

k=1
Wir bestimmen ¢ durch Einsetzen der Anfangsbedingung

f(x) =0= ZO - sin(kx) . u(z,0) = Z <% + ck) sin(kz) .

k=1

Vergleich der Fourier-Koeffizienten gibt fiir £ > 1 die Bedingung

!
E + C — 0.
Daraus folgt ¢, = —%. FEinsetzen in das Zwischenergebnis gibt
- > 2 k}2t 2 . _k2t > 2 —k2t .
u(z,t) = Z e sin(kx)e ™" = Z . (1 —e ) sin(kx) .

k=1 k=1

(c) Die Losung des urspriinglichen Problems ist dann gegeben durch
x x
t) =u(x,t <1——> t —h(t
(z,1) = u(z,t) + — ) 9(t) + —h(t)
= i 2 <1 — e’k%) sin(kzx) | + L
— k37 T

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/


https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/

