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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge

Losung 13

Hausaufgabe 37 Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung

Uy = 4y, +sin(3x)

mit Randbedingungen
u(0,t) =0, wu(3,t)=0 furt>0

und Anfangsbedingung
u(z,0) = 3—a firxze(0,3),

sowie u(0,0) = 0 und u(3,0) = 0. Das Ergebnis von Hausaufgabe 34 kann verwendet werden.

(a) Geben Sie die Losung u(x,t) der zugehorigen homogenen Wérmeleitungsgleichung
uy = 4u,, unter den angegebenen Rand- und Anfangsbedingungen an.

(b) Geben Sie die Losung wu(x,t) der betrachteten inhomogenen Wérmeleitungsgleichung

uy = 4uy, +sin(3x) unter den angegebenen Rand- und Anfangsbedingungen an.

Lésung.
(a) Fir die Fourier-Reihe der ungeraden 6-periodischen Fortsetzung von f(x) = x — 3 ergibt

> 6 k
sich o sin(%x), siche Hausaufgabe 34.
k=1

™

Als Losung erhalten wir also mit L = 3 und a* = 4 wegen T = %
v k EE R k 2,2,
uw,t) = ;bk sin<$) T =Y Esin(%) e

(t) fir die ungerade 6-periodische Fortsetzung in a-Richtung

by, (t) sin (%) ergeben sich durch direktes Ablesen:

- 1 firn=1
ba(t) = { ir n

(b) Die Fourier-Koeffizienten
von r(z,t) = sin(x) =

b

>

=1
0 sonst.

Die Fourier-Koeffizienten b,,(t) ergeben sich durch Integration von

~ a2n2:2 B 2.2 4L2’5 . _

0 sonst.

Es folgt

47r21 ..
{%e o 4 firn=1

Cn sonst



mit den Integrationskonstanten ¢, € R.

Nun ist
b a2n27'r2t
u(z,t) = Z by(t)sin(222) e 12
n=1
_ (9 an?t . (7 _4an?t > . (nma —4n2n2t
= (gm=e 9 —l—cl)sm(S)e 9 +chsm(3)e R
n=2
Fiir ¢ = 0 gilt

u(z,0) = (32 + c1)sin(5E) + ch sin (“3%) .

n=2

Wir bestimmen ¢,, durch Einsetzen der Anfangsbedingung

w(@,0) = f(z) ~ 3 Lsin(222)

bl(O) = % + C1

d.h.clzg—%undcn:n%ﬁirnQQ.

Insgesamt ist

u(n,t) = (e 9 +8— 2sin(Z)e 9 + Y Lsin(2z)e” v



Hausaufgabe 38 Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung
_ 1
U = FUgg
mit Randbedingungen
u(0,t) = 0, w(mt) =0 firt >0

und Anfangsbedingung
1
u(x,0) = —sin(z) + sin(bx) + 2 sin(7x) fir x € [0,7] .

(a) Bestimmen Sie die Losung u(z,t) der Warmeleitungsgleichung, die die obigen Rand- und
Anfangsbedingungen erfiillt.

(b) Uberpriifen Sie zur Probe die Losung u(x, t) aus (a) durch Einsetzen in die Warmeleitungs-
gleichung u; = %um

(c) Die Funktion u(g,t) besitzt ein globales Minimum auf R .

Bestimmen Sie die Stelle ¢y € R.q, bei der u(%,t) dieses Minimum annimmt.
Lésung.
(a) Esist L =7 und also ¥ = 1. Es ist a® = 3.
Da f(z) = —sin(z) + sin(5z) + § sin(7z) bereits als reine Sinus-Reihe mit Periode 2

vorliegt, ergeben sich die Fourlerkoefﬁmenten der ungeraden 2m-periodischen Fortsetzung
von f(z) durch Ablesen:

-1 firk=1
1 flirk=5
bk - 1 .
3 firk="7
0 sonst.

Denn dann ist f(x Z by sin(kx).

Als Losung erhalten wir dank T ﬁ = 1 damit

49t

- ‘ !
) = Zbk sin(kx)e_kzét = —sin(z)e 2 + Sin(5x)e_% + 1 sin(7x)e” 2 .

(b) Es wird
Uy = %(— sin(z)e™z + Sin(5x)e_% +3 sin(?x)e_%)
= —cos(z)e 2 + 5cos(5r)e” T + “ cos(7x)e™ s .
Es wird ) . "
Upy = a%(— cos(r)e2 + 5cos(br)e 2 + I scos(Tr)e2)
— sin(z)e 2 — 25sin(5x)e” 3 — —sm(?x) E
Es wird ) - »
u = 2(—sin(z)e 2 +sin(dz)e 2 + Lsin(Tz)e )
= ssi n(z)e 2 — L sin(5z)e - 9 sm(?x)e_% :

_ 1
= SUgy -

Also ist in der Tat u; = 5



(c) Esist

T . . T\ —t . 57\  — 25t 1 .- 7 __ 49t
u(f,t) = —sin(g)e 2 +sin(F)e™ 2 4 ;sin(F)e” 2
_1 —%_}_l L PC
2¢ 2€ g€
Es wird
8, (m _ 1,4 25 —25t | 49 49t 1 _ % —12t | 49 —24¢
aU(g,t)—ZGQ—Ie 2+1_6€ 2 —Ze 2(1—258 —er )

Dies wird genau dann null, wenn 1 — 25e ™% + 2724 = ( ist,

Substitution von z = e~'? liefert die Bedingung
0=1-25z+41222%.

Mittels der Mitternachtsformel ergibt sich fiir die Nullstellen

25 ++/252—-49 2
5 49
d.h. z; =2 und 2z, = 4%.
Es ist o
2 = e o n?2) =12t & 22 — ¢,
49
42—9 = e 2 & ln(f—g) =—-12t, & _1n(122) = {9
49
Somit ist ty = % die einzige kritische Stelle von u(%, ) auf Ry, .

Da die Existenz eines globalen Minimums auf R, als bekannt vorausgesetzt wurde, be-
findet sich dieses globale Minimum an der Stelle

tg = %ln(%) .



Hausaufgabe 39 Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung
Uy = Ugg ,
mit Randbedingungen
u(0,t) = 0, wu(mt) =1 firt >0
und Anfangsbedingung
u(z,0) = sin(x) + 2 fir x € [0,7] .

(a) Reduzieren Sie das Problem mit inhomogenen Randbedingungen fiir u(z,t) auf ein Pro-
blem mit homogenen Randbedingungen fiir @(z,t) wie in 8.2.11.
(b) Geben Sie eine Losung a(x,t) fur das Problem aus (a) an.
(c) Bestimmen Sie eine Losung u(z,t) des Ausgangsproblems unter Verwendung von (b).
Lésung.

(a) Um das Problem zu reduzieren, setzen wir

Fat) =r(e,t) = (1= 7) g() = TH (),
wobei
r(z,t)=0, L=m, ¢g(t)=0 und A(t)=1.
Somit ist 7(z,¢) =0— (1 —£)-0—0=0.
Fiir die Randbedingung gilt nun mit f(z) = sin(x) + £
flz) = fl2) = (1-%)g(0) = £h(0)
= sin(z)+£—-(1-%)-0
= sin(z).

Das reduzierte Problem lautet also
at - amma
mit Randbedingungen
sHns a(0,t) = 0 = a(m,¢) fiir t >0

d Anf; bedi
un nrangsopedmgung a<x70) — Sjn(a,’) fir z € [0771—] .

(b) Da a(z,0) = f(x) = sin(z) bereits als reine Sinus-Reihe vorliegt, ergeben sich die Fou-
rierkoeffizienten der ungeraden 2m-periodischen Fortsetzung von f(xz) durch Ablesen:

1 firk=1
b, =
0 fir k> 2.

Als Losung erhalten wir also mit L = 7 und a? = 1 wegen =1
u(x,t) = Zbk sin(kz)e ™" = sin(z)e ™" .
k=1

(c) Die Losung des urspriinglichen Problems ist gegeben durch

u(z,t) = a(z,t)+ (1— %) g(t) + Lh(t)

= sin(z)e™ + L.
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