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Lösung 14

Hausaufgabe 40 Wir betrachten die Wellengleichung

utt = 9uxx
mit den Anfangsbedingungen

u(x, 0) = 1 , ut(x, 0) =
1

cosh(x)
für x ∈ R .

(a) Berechnen Sie
∫

1
cosh(s)

ds unter

Verwendung der Substitution v := es.

(b) Bestimmen Sie die zugehörige Lösung u(x, t).

Der Graph der Lösung ist rechts ersichtlich.

(c) Bestimmen Sie den Grenzwert lim
t→+∞

u(0, t).

Lösung.

(a) Substituieren wir v := es, dann ist dv
ds

= es = v und also ds = v−1dv.

Damit wird ∫
1

cosh(s)
ds =

∫
1

1
2
(es+e−s)

ds

=
∫

1
1
2
(v+v−1)

v−1 dv

=
∫

2
v2+1

dv

= [2 arctan(v)]

= [2 arctan(es)] .

(b) Mit der d’Alembertschen Formel wird, unter Verwendung von c = 3, f(x) = 1 und
g(x) = 1

cosh(x)
,

u(x, t) = 1
2
(f(x− 3t) + f(x+ 3t)) + 1

2·3

∫ x+3t

x−3t g(s) ds

(a)
= 1

2
(1 + 1) + 1

6
[2 arctan(es)]s=x+3t

s=x−3t

= 1 + 1
3
(arctan(ex+3t)− arctan(ex−3t)) .

(c) Es wird

lim
t→+∞

u(0, t) = lim
t→+∞

1 + 1
3
(arctan(e0+3t)− arctan(e0−3t))

= 1 + 1
3
( lim
s→+∞

arctan(s)− lim
s→0

arctan(s))

= 1 + 1
3
(π
2
− 0)

= 1 + π
6
.

Vgl. HM 2, 1.12.1.7.



Hausaufgabe 41 Wir betrachten die Wellengleichung

utt = uxx

mit den Anfangsbedingungen

u(x, 0) = 0 , ut(x, 0) = sin(2πx) für x ∈ [0, 1]

und den Randbedingungen u(0, t) = 0 = u(1, t) für t ∈ R.

(a) Bestimmen Sie die zugehörige Lösung u(x, t).

(b) Überprüfen Sie zur Probe die Lösung u(x, t) aus (a) durch Einsetzen in die Wellenglei-
chung utt = uxx , die Anfangsbedingungen und die Randbedingungen.

Lösung.

(a) Wir verwenden 8.3.7 mit L = 1, c = 1, f(x) = 0 und g(x) = sin(2πx).

Zunächst wird

F (x) =

{
0 + 1

2·1

∫ x
0

sin(2πs) ds für 0 6 x 6 1

0 + 1
2·1

∫ −x
0

sin(2πs) ds für −1 < x < 0

=

{
1
2
[− 1

2π
cos(2πs)]s=xs=0 für 0 6 x 6 1

1
2
[− 1

2π
cos(2πs)]s=−xs=0 für −1 < x < 0

=

{
1
4π

(1− cos(2πx)) für 0 6 x 6 1

1
4π

(1− cos(2π(−x))) für −1 < x < 0

=

{
1
4π

(1− cos(2πx)) für 0 6 x 6 1

1
4π

(1− cos(2πx)) für −1 < x < 0

= 1
4π

(1− cos(2πx))

für −1 < x 6 1. Dies ist (2 · 1)-periodisch fortzusetzen. Da 1
4π

(1 − cos(2πx)) bereits
Periode 2 hat, erhalten wir

F (x) = 1
4π

(1− cos(2πx))

für x ∈ R. Damit wird

u(x, t) = F (x+ t)− F (−x+ t)

= 1
4π

(1− cos(2π(x+ t)))− 1
4π

(1− cos(2π(−x+ t)))

= 1
4π

(− cos(2π(x+ t)) + cos(2π(−x+ t))) .

Dies kann mittels Additionstheorem weiter umgeformt werden zu

u(x, t)

= 1
4π

(− cos(2π(x+ t)) + cos(2π(−x+ t)))

= 1
4π

(− cos(2πx) cos(2πt) + sin(2πx) sin(2πt) + cos(2π(−x)) cos(2πt)− sin(2π(−x)) sin(2πt))

= 1
4π

(− cos(2πx) cos(2πt) + sin(2πx) sin(2πt) + cos(2πx) cos(2πt) + sin(2πx) sin(2πt))

= 1
2π

sin(2πx) sin(2πt) .



(b) Es wird

ux = ∂
∂x

( 1
2π

sin(2πx) sin(2πt))

= cos(2πx) sin(2πt) .

Es wird
uxx = ∂

∂x
(cos(2πx) sin(2πt))

= −2π sin(2πx) sin(2πt) .

Es wird
ut = ∂

∂t
( 1
2π

sin(2πx) sin(2πt))

= sin(2πx) cos(2πt) .

Es wird
utt = ∂

∂t
(sin(2πx) cos(2πt))

= −2π sin(2πx) sin(2πt) .

Also ist in der Tat utt = uxx .

Es wird
u(x, 0) = 1

2π
sin(2πx) sin(2π · 0) = 0

ut(x, 0) = sin(2πx) cos(2π · 0) = sin(2πx)

für x ∈ [0, 1]. Daher erfüllt u(x, t) die Anfangsbedingungen.

Es wird
u(0, t) = 1

2π
sin(2π · 0) sin(2πt) = 0

u(1, t) = 1
2π

sin(2π · 1) sin(2πt) = 0

für t ∈ R. Daher erfüllt u(x, t) die Randbedingungen.



Hausaufgabe 42 Wir betrachten die Wellengleichung

utt = 25uxx
mit den Anfangsbedingungen

u(x, 0) = sin(x) , ut(x, 0) =
1

x2 + 4
für x ∈ R .

(a) Bestimmen Sie die zugehörige Lösung u(x, t) unter Verwendung der
d’Alembertschen Formel.

(b) Bestimmen Sie ut(0, t).

(c) Bestimmen Sie den Grenzwert lim
t→+∞

ut(0, t).

Lösung.

(a) Mit der d’Alembertschen Formel wird, unter Verwendung von c = 5, f(x) = sin(x) und
g(x) = 1

x2+4
,

u(x, t) = 1
2
(f(x− 5t) + f(x+ 5t)) + 1

2·5

∫ x+5t

x−5t g(s) ds

= 1
2
(sin(x− 5t) + sin(x+ 5t)) + 1

10

∫ x+5t

x−5t
1

s2+4
ds

= 1
2
(sin(x− 5t) + sin(x+ 5t)) + 1

10

∫ x+5t

x−5t
1
4

1

( s
2)

2
+1

ds

= 1
2
(sin(x− 5t) + sin(x+ 5t)) + 1

10
[1
4
1
1
2

arctan( s
2
)]x+5t
x−5t

= 1
2
(sin(x− 5t) + sin(x+ 5t)) + 1

20

(
arctan(x+5t

2
)− arctan(x−5t

2
)
)
.

Dies kann man noch umformen zu

u(x, t)

= 1
2
(sin(x− 5t) + sin(x+ 5t)) + 1

20

(
arctan(x+5t

2
)− arctan(x−5t

2
)
)

= 1
2
(sin(x) cos(−5t) + cos(x) sin(−5t) + sin(x) cos(5t) + cos(x) sin(5t)) + 1

20

(
arctan(x+5t

2
)− arctan(x−5t

2
)
)

= sin(x) cos(5t) + 1
20

(
arctan(x+5t

2
)− arctan(x−5t

2
)
)
.

(b) Da arctan(x) eine ungerade Funktion ist, wird

ut(0, t) = ( ∂
∂t
u(x, t))|x=0 = ∂

∂t
u(0, t)

= ∂
∂t

(sin(0) cos(5t) + 1
20

(
arctan(5t

2
)− arctan(−5t

2
)
)
)

= ∂
∂t

1
10

arctan(5t
2

)

= 1
10

1

( 5t
2 )

2
+1

5
2

= 1
4

1

25t2

4
+1

= 1

25t2+4
.

(c) Es wird

lim
t→+∞

ut(0, t) = lim
t→+∞

1

25t2 + 4
= 0 .
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