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Hohere Mathematik 3 fiir Ingenieurstudiengénge
Losung 15
Hausaufgabe 43 Wir betrachten die komplex differenzierbare Funktion
f:C—C: 2w f(z) = 2" +2°.

(a) Bestimmen Sie u(x,y) := Re(f(z + iy)) und v(z,y) := Im(f(z + iy)), wobei z, y € R.

Uberpriifen Sie: Es sind u und v harmonische Funktionen.
(b) Uberpriifen Sie: Es erfiillen u und v die Cauchy-Riemann-Gleichungen.

(c¢) Bestimmen Sie a, f € R, fiir welche die harmonische Funktion
w(x,y) = au(x,y) + Sv(x,y) die folgenden Bedingungen erfiillt.

w(z,0) = 2'+23 firzeR

w(0,y) = yt—y? firyeR.

Lésung.
(a) Fir z =z + iy mit 2,y € R wird mit dem Binomischen Lehrsatz
2 = (z+iy)?
= ()7°(y)° + ()" + Q)2 (in)* + (5)2°(1y)?

= 23+ 3iz?y — 3xy? — iy?

und
2= (z+iy)?
= (p)='(iy)* + (D’ (i)' + ()2*(1y)* + ()" (im)* + (3)2"(iy)*
= ot +4izdy — 62°%y* — dixy® + gt .
Damit erhalten wir
f(z) = 2242 = (2 = 3oy +2* — 62%° +¢*) +i(32%y — v* + 423y — 4y?®) .
Wir lesen den Realteil und den Imaginérteil von f(z) ab.

u(r,y) = Re(z* + 2°) = ' + 2 — 62> — 3ay® + ¢/
v(z,y) = Im(2* + 2%) = da®y + 32y — day® — o



Wir berechnen die partiellen Ableitungen von u(z,y):

Uy = 423 + 327 — 122y — 32
Upe = 1227 + 62 — 12y

Uy = —122%y — 6y + 41°

Uy, = —122% — 6z + 12y°

Daher ist 4, + uy,, = 0. Somit ist u eine harmonische Funktion.

Wir berechnen die partiellen Ableitungen von v(z,y):

vy = 1222y + 62y — 49
Vg = 242y + 6y

vy = 4a3 4 3% — 12zy* — 3y°
Uy = —24xy — 6y

Daher ist vy, + vy, = 0. Somit ist v eine harmonische Funktion.
Wir erhalten

Uy = 42° + 327 — 1229° — 3y? = Uy
u, = —122%y — 6y + 4y° = —(122%y + 6y — 49°) = —v, .

Daher erfiillen v und v die Cauchy-Riemann-Gleichungen.

Wir setzen an
w(z,y) = au(z,y) + Bo(z,y) = a(z* + 2% — 62%y* — 3xy® +y*) + B(4a’y + 32y — 4ay® — ¢°)

mit «, f € R.

Wir werten die Funktion w(z,y) bei y = 0 aus und bestimmen so den Koeffizienten a.
w(z,0) = aa* + 2%) + B-0 = 2* + 27 — a=1

Wir werten die Funktion w(z,y) bei z = 0 aus, verwenden den bereits bestimmten Wert
« = 1 und bestimmen dann den Koeffizienten j3.

!
w(0,y) =1-y' + B(—y*) =y' — ¢’ — =1
Insgesamt erhalten wir

w(x,y) = x* + 2> — 62%y* — 3axy® + y* + 42y + 32y — dwy® — P



Hausaufgabe 44 Wir suchen auf dem Bereich { (§) € R*|z € [0,2n], y € [0, 27] } eine Losung
der Potentialgleichung

Ugg + Uyy = 0
mit den Randbedingungen

u(z,0) = sin(z) , u(z,27) =0 fir = € [0, 27]

und
u(0,y) =0, u(2m,y) =0 fir y € [0, 27].

Wir verwenden den Ansatz
u(z,y) = a_1e"* cos(—y) + b_1e” “sin(—y) + c_1 cos(—x)e ¥ 4+ d_; sin(—z)e™?
+ ar€” cos(y) + bre”sin(y) + ¢ cos(x)e’ + dy sin(z)e?
mit den zu bestimmenden Koeffizienten a_1, b_1, c_1, d_1, a1, b1, ¢1, di € R.

(a) Uberpriifen Sie mittels einer Wronski-Matrix: Die Funktionen sin(z), cos(z), e®

auf [0, 27] sind linear unabhéngig.

—x
, €

(b) Welche Bedingungen ergeben sich fiir die Koeffizienten der angesetzten Funktion u(z,y),
wenn y = 0 gesetzt wird?
Welche Bedingungen ergeben sich nun zudem fiir die Koeffizienten der angesetzten Funk-
tion u(x,y), wenn y = 27 gesetzt wird?

(c) Welche Bedingungen ergeben sich nun zudem fiir die Koeffizienten der angesetzten Funk-
tion u(z,y), wenn x = 0 gesetzt wird?
Welche Bedingungen ergeben sich nun zudem fiir die Koeffizienten der angesetzten Funk-
tion u(z,y), wenn x = 27 gesetzt wird?

(d) Verwenden Sie (b, ¢), um eine Losung der Potentialgleichung anzugeben, welche die obigen
Randbedingungen erfiillt.

Lésung.

(a) Wir berechnen die Wronski-Matrix W(z) und ihren Wert bei z = 0.

sin(z)  cos(z) e e7* o 1 1 1

W) = cos(x) —sin(z) ¥ —e7® W(0) = 1 0 1 -1
—sin(z) —cos(z) ¥ e7? 0o -1 1 1

— cos(x) sin(z) e* —e ™ -1 0 1 -1

Wir bestimmen die Determinante det(W(0)). Es ist

0 1 1 0 1 1 1
1 1 -1 1 1 -1 1 2 2
det(W(0)) = det 0 = det 0 = det 0 - det
0 -1 1 1 0 0 2 2 10 2 =2
-1 0 1 -1 0 0 2 =2



Somit sind die angefiithrten Funktionen linear unabhéngig.

Da die Funktionen sin(z), cos(x), e*, e=* auf [0, 27] linear unabhéngig sind, konnen wir
den Ansatz fiir u(x, y) an den Randstellen auswerten und einen Koeffizientenvergleich mit
der entsprechenden Randbedingung durchfiihren.

Wir werten den Ansatz fiir u(z,y) in y = 0 aus und fithren einen Koeffizientenvergleich
mit der Randbedingung u(x,0) = sin(z) durch.

u(z,0) = a_1e”" + c_1cos(—x) + d_; sin(—x) + a1€” + ¢; cos(z) + dy sin(x) = sin(z)
a1€” +a_1e” " + (c_1 4+ ¢1) cos(x) + (dy — d_y) sin(z) = sin(x)

Hieraus erhalten wir also die Bedingungen

a1:0:a_1, C_1 = —C, d_lzdl—l.

Wir werten den verbleibenden Ansatz fiir u(z,y) in y = 27 aus und fithren einen Koeffi-
zientenvergleich mit der Randbedingung u(x, 27) = 0 durch.

u(z,27) = —cy cos(—x)e ™ + (dy — 1) sin(—x)e " + ¢; cos(x)e*™ + d; sin(z)e®” L0
¢ (—e7*" +€*™) cos(x) + (d1e”™ — (dy — 1)e*") sin(z) =0
Hieraus erhalten wir also zusétzlich die Bedingungen

ef2Tr

=0, d1e®™ —die™" +e7*" =0 und daher dy = —— .
e— Y e iy

Wir werten nun den nach (b) verbleibenden Ansatz fiir u(x,y) in x = 0 aus und fithren
einen Koeffizientenvergleich mit der Randbedingung u(0,y) = 0 durch.

u(0,) = b_y sin(—y) + by sin(y) = 0

Hieraus erhalten wir also zusétzlich die Bedingung

Wir werten den verbleibenden Ansatz fiir u(x,y) in # = 27 aus und fithren einen Koeffi-
zientenvergleich mit der Randbedingung u(27,y) = 0 durch.

u(2m,y) = bie” > sin(—y) + b1e*" sin(y) =0
Hieraus erhalten wir also zusétzlich die Bedingung

by (7" —e ) =0, dh. by =0,



(d) Insgesamt erhalten wir die Bedingungen

0 = alza_lzblzb_lzclzc_l
p e—27r
1 e—2T _ o2
2 2 2m 2m
e e — € e
d_1 == d1 —1= ==

Somit ergibt sich
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