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Lösung 3

Hausaufgabe 5 Wir betrachten die von C(t) =

(
t2

t3

t4

)
parametrisierte Kurve, wobei t ∈ R.

(a) Bestimmen Sie C ′(t), C ′′(t) und C ′′′(t).

(b) Bestimmen Sie die Krümmung κ(t) für t 6= 0.

(c) Bestimmen Sie die Torsion τ(t) für t 6= 0.

Lösung. Zunächst eine Skizze der von C parametrisierten Kurve (in Aufgabe nicht verlangt).

(a) Es ist C ′(t) =

(
2t
3t2

4t3

)
. Es ist C ′′(t) =

( 2
6t

12t2

)
. Es ist C ′′′(t) =

(
0
6
24t

)
.

(b) Es ist

|C ′(t)| = |
(

2t
3t2

4t3

)
| = |t| · |

( 2
3t
4t2

)
| = |t| ·

√
4 + 9t2 + 16t4 .

Es ist

|C ′(t)×C ′′(t)| = |
(

2t
3t2

4t3

)
×
( 2

6t
12t2

)
| = |

(
12t4

−16t3
6t2

)
| = 2t2|

(
6t2

−8t
3

)
| = 2t2

√
9 + 64t2 + 36t4 .



Also ist

κ(t) =
1

|C ′(t)|2
|C ′(t)× C ′′(t)| =

2t2
√

9 + 64t2 + 36t4

|t|3(4 + 9t2 + 16t4)3/2
=

2
√

9 + 64t2 + 36t4

|t|(4 + 9t2 + 16t4)3/2
.

(c) Es ist

τ(t) = 1
|C′(t)×C′′(t)|2 det(C ′(t), C ′′(t), C ′′′(t))

= 1
4t4(9+64t2+36t4)

det

(
2t 2 0
3t2 6t 6
4t3 12t2 24t

)
= 4t·3

4t4(9+64t2+36t4)
det

(
2t 2 0
t2 2t 2
t2 3t 6

)
= 4t·3·t·2

4t4(9+64t2+36t4)
det
(

1 1 0
t 2t 2
t 3t 6

)
= 4t·3·t·2

4t4(9+64t2+36t4)
det
(

1 0 0
t t 2
t 2t 6

)
= 4t·3·t·2

4t4(9+64t2+36t4)
· 2t

= 12
t(9+64t2+36t4)

.



Hausaufgabe 6 Wir betrachten die Parametrisierung

Φ : R× [0, 2π] 7→ R3 :
(
t
ϕ

)
7→ Φ(t, ϕ) =

(
cosh(t) cos(ϕ)
cosh(t) sin(ϕ)

t

)
.

Diese beschreibt die Rotationsfläche, bei welcher der Graph x1 = cosh(x3) aus der x1-x3-Ebene
um die x3-Achse rotiert.

(a) Bestimmen Sie E, F und G.

(b) Sei c(ϕ) =
(
1
ϕ

)
, wobei ϕ ∈ [0, 2π]. Sei C := Φ ◦ c.

Verwenden Sie (a), um die Länge des Halbkreises C([0, π]) zu bestimmen.

(c) Sei J = [0, 1]× [0, π]. Verwenden Sie (a), um die Fläche von Φ(J) zu bestimmen.

Lösung.

Zunächst eine Skizze der von Φ parametrisierten Fläche (in Aufgabe nicht verlangt). Der zu
berechnende Flächeninhalt ist markiert. Am oberen Rand dieses Flächenstücks ist die Kurve
hervorgehoben, deren Länge zu berechnen ist.

(a) Es ist

E = |Φt|2

= |
(

sinh(t) cos(ϕ)
sinh(t) sin(ϕ)

1

)
|2

= sinh(t)2 cos(ϕ)2 + sinh(t)2 sin(ϕ)2 + 1

= sinh(t)2 + 1

= cosh(t)2 .



Es ist

F = 〈Φt|Φϕ〉

= 〈
(

sinh(t) cos(ϕ)
sinh(t) sin(ϕ)

1

)
|
(
− cosh(t) sin(ϕ)
cosh(t) cos(ϕ)

0

)
〉

= − sinh(t) cos(ϕ) sinh(t) sin(ϕ) + sinh(t) sin(ϕ) cosh(t) cos(ϕ)

= 0 .

Es ist
G = |Φϕ|2

= |
(
− cosh(t) sin(ϕ)
cosh(t) cos(ϕ)

0

)
|2

= cosh(t)2 sin(ϕ)2 + cosh(t)2 cos(ϕ)2

= cosh(t)2 .

(b) Die Länge von C([0, π]) ist ∫ π
0

√
c′(ϕ)T

(
E F
F G

)
c′(ϕ) dϕ

=
∫ π
0

√
(0 1)

(
cosh(1)2 0

0 cosh(1)2

) (
0
1

)
dϕ

=
∫ π
0

√
cosh(1)2 dϕ

= π cosh(1) .

Hierbei waren E, F , G bei c(ϕ) =
(
1
ϕ

)
auszuwerten.

(c) Die Fläche von Φ(J) ist ∫∫
J

√
det
(
E F
F G

)
dt dϕ

=
∫ π
0

∫ 1

0

√
det
(

cosh(t)2 0
0 cosh(t)2

)
dt dϕ

=
∫ π
0

∫ 1

0
cosh(t)2 dt dϕ

=
∫ π
0

∫ 1

0
(1
2
(et + e−t))2 dt dϕ

=
∫ π
0

∫ 1

0
1
4
(e2t + 2 + e−2t) dt dϕ

=
∫ π
0

[1
4
(1
2
e2t + 2t− 1

2
e−2t)]t=1

t=0 dϕ

= π
4
(1
2
e2 + 2− 1

2
e−2)

= π
4
(sinh(2) + 2)
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