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Lösung 3

Hausaufgaben

Hausaufgabe 5 Wir betrachten die von C(t) =

(
sin(t)

cos(t)

sin(2t)

)
parametrisierte Kurve, wobei t ∈ R.

(a) Bestimmen Sie C ′(t), C ′′(t) und C ′′′(t).

(b) Bestimmen Sie die Krümmung κ(t).

(c) Bestimmen Sie die Torsion τ(t).

Lösung.

(a) Es wird

C ′(t) =

(
cos(t)

− sin(t)

2 cos(2t)

)
, C ′′(t) =

( − sin(t)

− cos(t)

−4 sin(2t)

)
, C ′′′(t) =

( − cos(t)

sin(t)

−8 cos(2t)

)
.

(b) Es wird, unter Verwendung der üblichen Abkürzungen, die Krümmung

κ(t) = 1
|C′(t)|3 |C

′(t)× C ′′(t)|

= 1
(cos(t)2+(− sin(t))2+(2 cos(2t))2)3/2

∣∣∣∣( cos(t)

− sin(t)

2 cos(2t)

)
×
( − sin(t)

− cos(t)

−4 sin(2t)

)∣∣∣∣
= 1

(1+4 c22t)
3/2

∣∣∣∣( 4sts2t+2 ct c2t
−2 c2t st+4 ct s2t

−1

)∣∣∣∣
= 1

(1+4 c22t)
3/2 ((4sts2t + 2 ct c2t)

2 + (−2 c2t st + 4 ct s2t)
2 + 1)1/2

= 1
(1+4 c22t)

3/2 (16s
2
t s

2
2t + 16sts2t ct c2t+4 c2t c

2
2t +4 c22t s

2
t − 16 c2t st ct s2t + 16 c2t s

2
2t + 1)1/2

= 1
(1+4 c22t)

3/2 (16s
2
t s

2
2t + 4 c2t c

2
2t+4 c22t s

2
t + 16 c2t s

2
2t + 1)1/2

= 1
(1+4 c22t)

3/2 (16s
2
2t + 4 c22t+1)1/2

= 1
(1+4 c22t)

3/2 (16− 16 c22t+4 c22t +1)1/2

=
(17− 12 cos(2t)2)1/2

(1 + 4 cos(2t)2)3/2
.

(c) Der Rechnung aus (b) können wir entnehmen: |C ′(t)× C ′′(t)|2 = 17− 12 c22t .



Also wird, unter Verwendung der üblichen Abkürzungen, die Torsion

τ(t) = 1
|C′(t)×C′′(t)|2 det(C

′(t), C ′′(t), C ′′′(t))

= 1
17−12 c22t

det
(

ct −st − ct
−st − ct st
2 c2t −4s2t −8 c2t

)
= 1

17−12 c22t
det

(
ct −st 0
−st − ct 0
2 c2t −4s2t −6 c2t

)
= 1

17−12 c22t
(− c2t −s2t )(−6 c2t)

=
6 cos(2t)

17− 12 cos(2t)2
.



Hausaufgabe 6 Wir betrachten die Parametrisierung

Φ : R2 → R3 :
(
u
v

)
7→ Φ(u, v) =

(
u
v
uv

)
.

Diese beschreibt den Graphen der Funktion f(x1, x2) = x1x2 .

(a) Bestimmen Sie E, F und G.

(b) Sei c(t) =
(
t
t

)
, wobei t ∈ R>0 . Sei C := Φ ◦ c.

Verwenden Sie (a), um die Länge der Kurve C([0, 1]) zu bestimmen. Das resultierende
Integral über t braucht dabei nicht ausgewertet zu werden.

Lösung.

(a) Es ist Φu = Φu(u, v) =
(

1
0
v

)
und Φv = Φv(u, v) =

(
0
1
u

)
. Damit wird

E = ⟨Φu|Φu⟩ = ⟨
(

1
0
v

)
|
(

1
0
v

)
⟩ = 1 + v2

F = ⟨Φu|Φv⟩ = ⟨
(

1
0
v

)
|
(

0
1
u

)
⟩ = uv

G = ⟨Φv|Φv⟩ = ⟨
(

0
1
u

)
|
(

0
1
u

)
⟩ = 1 + u2 .

(b) Die Länge der Kurve C([0, 1]) ist, unter Verwendung von E = E(c(t)) = E(t, t) = 1 + t2,
F = F (c(t)) = F (t, t) = t2 und G = G(c(t)) = G(t, t) = 1 + t2,

∫ 1

0

(
c′T ·

(
E F
F G

)
· c′

)1/2
dt =

∫ 1

0

(
(1 1) ·

(
1+t2 t2

t2 1+t2

)
·
(
1
1

))1/2
dt

=
∫ 1

0

√
2 + 4t2 dt .

Auswertung des Integrals (nicht verlangt):

Substitution t = 1√
2
sinh(u), dt = 1√

2
cosh(u) du gibt

∫ 1

0

√
2 + 4t2 dt =

∫ arsinh(
√
2)

0

√
2 + 2 sinh(u)2 1√

2
cosh(u) du

=
∫ arsinh(

√
2)

0
cosh(u)2 du

=
∫ arsinh(

√
2)

0
1
4
(e2u + 2 + e−2u) du

= [1
4
sinh(2u) + u

2
]
arsinh(

√
2)

0

= 1
4
sinh(2 arsinh(

√
2)) + 1

2
arsinh(

√
2) .



Graphik (nicht verlangt). In schwarz die Kurve auf der von Φ parametrisierten Fläche:

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/index_diffgeo.html

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/index_diffgeo.html

