Kiinzer Wintersemester 2024 /25
Differentialgeometrie fiir Geoddten
Losung 4
Hausaufgaben

Hausaufgabe 7 Wir betrachten den Zylinder Z = { < ) € R?| 2% + 22 = 4}, parametrisiert
durch

®:Rx[0,21] >R : () = O(z,0) = (§§?§§$§> :
(a) Sei c(t) = () fiir ¢ € [0, 27]. Bestimmen Sie C(t) := ®(c(t)).
Sei d(t) = () fiir t € [0, 27]. Bestimmen Sie D(t) := ®(d(t)).
Bestimmen Sie ¢, to € [0,27] mit c(t,) = d(t2).

(b) Bestimmen Sie F, F' und G.

(c) Berechnen Sie unter Verwendung von ({%5) den Cosinus des Winkels, den die von C
parametrisierte Kurve und die von D parametrisierte Kurve in C'(¢;) = D(t3) einschliefien.

Lésung.

(a) Es ist C(t) = ®(c(t)) = ®(t, 2t) = (32?;83).

Es ist D(t) = ®(d(1)) = ():(%2?1583).

Es sollte ¢(t) ( ,511) < ( ) d(ts) sein. Geméf erstem Eintrag ist ¢; = 1, geméfl zweitem
Eintrag dann t, = 2.

(b) Es ist @, = <§> und ¢, = (Ei%r&p)))
Es folgt
E = B(xy) = (@2.) = (3)](¢)) =1
F = Fep) = (@0a,) = ((8)](2ai5)) = 0

2sin(p) 2sin(¢p)

G = Gzy) = (@0,) = ((2e) )| (2ol )) = 4.
(c) Sei o der Winkel, den die von C' parametrisierte Kurve und die von D parametrisierte Kurve
in C(t1) = D(t2) einschlieSen.
Es ist ¢/(t) = (3), also auch ¢(t;) = (3).
Es ist d'(¢) = (1), also auch d'(t,) = (7).
Damit wird

cos(a) =




Graphik zur Illustration (nicht verlangt):
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Die von C parametrisierte Kurve ist rot, die von D parametrisierte blau dargestellt.

Es ergibt sich der Schnittwinkel der (Tangenten an die) Kurven im Schnittpunkt mit obiger
Rechnung zu a ~ 14,04°.



Hausaufgabe 8

(a) Wir betrachten die Parametrisierung ®(u,v) := <Z>, wobei u, v € R.
Vgl. Hausaufgabe 6. “

Man skizziere die Schnitte der parametrisierten Fliche mit den Koordinatenebenen und
mit den Ebenen x; = x5 und x; = —z5 in ein Koordinatensystem.

Was fiir eine Flache S wird von ¢ parametrisiert?
(b) Man bestimme die Christoffelsymbole T fiir 4, j, k € {1,2} mittels E, F und G.

(c) Man tiberpriife die definierenden Gleichungen fiir die Christoffelsymbole.
Lésung.

(a) Skizze der gefragten Schnitte:

Die von ® parametrisierte Flache ist ein hyperbolisches Paraboloid.



Noch eine Graphik (nicht verlangt):

(b) Aus Hausaufgabe 6 entnehmen wir: £ =1+ 0% F =uv, G =1+ u?
. 2w -1 u? —uw
Es ist (f:g) — (1;} 1+u2> und also (%5) = —1+u%+02 (1_+w 1+U2).

Es wird
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Es wird

Es wird
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Unter Verwendung von I}y = - und I} = ;-4 wird tatsichlich

0 | 1 0 —v
Puy = (‘f) = g (0) + e (i) +haz (f)

erfullbar mit hiy =

erfiillbar mit hy; = 0.

1
14+u2+o?”

Unter Verwendung von I35, = 0 und I3 = 0 wird tatsichlich

o= (3) Lo () o (8) oo ()

erfiillbar mit hqy = 0.
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