Kiinzer Wintersemester 2024 /25

Differentialgeometrie fiir Geodéten
Losung 5

Hausaufgaben

Hausaufgabe 9 Wir betrachten wieder die Parametrisierung ®(u,v) := (v) der in Haus-
aufgabe 8 betrachteten Fliche S, wobei () € R2. “

(a) Sei c(t) = (1), wobei t € R. Parametrisiert ®(c(t)) eine Geodéte auf S?

b) Seid(t) = (5 , wobei t € R. Parametrisiert ®(d(t)) eine Geodéte auf S?
t

Lésung.

Aus Hausaufgabe 6 entnehmen wir: Es ist %g) = (H”Q v )

Somit ist (% 5:3) = (85;) und (%J IG:ZL) = (211”5 ,

Aus Hausaufgabe 8 entnehmen wir: Es ist ' = 13— (96) und M = e (%6)-

(a) Esist ¢ = (1) und ¢ = (7).
c(t

Nebenrechnungen bei (Z) =

Es ist ¢TI = 1+12t2 (11) (Vo) (1) 143#
Es ist ¢ TT¢ = 5z (11) (70) (1) = Tror
Esist ¢ T (EF) d = (11) (1?2 1ft2) (%) =24 41%

Esist 3T (R é)d-ch =1
Esist 2T (7 &) -dy=2011)(¥6) (1) -1 =2t
Also wird

o E F ¢
/T /
(R )e

+ 1+12t2 (éi) B ﬁ(o + 2t + Qt) G)

Also parametrisiert ®(c(t)) eine Geodéte auf S.



Noch eine Graphik (nicht verlangt):

(b) Es ist d = (5;) und @’ = (9).
Nebenrechnungen bei (§) = d(t) = (;2):
(=)

: TPl 1 0t 1\ 4
ES IStd r d - 1+t2+t4 (12t)<20> 2t ) — 1+t2+t4
. ITr2 77 1 12t 1\ _ 4t2

Bs ist d""Td" = e ( ) (10) (=) = EECEET

(IL+tHY +2-2t- 3+ 482 (1 +12) =1+ 42 + 9t

Esist T (56)d = (12t) (1? 1ft2 (2
( 213 + At + 43 = 4t + 615,

)=
Esist d'T (56)d" = (12t) (1?4 lftz) ) =
Bsist 3a" (&) d - dy =1 02) (B5) (3) -1 =68
Bsist §d" (B &) d-dy=5 (i) (34) (3) -2t = 66
Also erd
0 ($35E) ~ gty (T R 30T (BB 0wy () ) -
& &

= (3) + mrtr (1) — oty (4 + 68°) + 68 + 68°) (1)

= (2) + o (1) — w5 (1)
Zum Beispiel erhalten wir fiir ¢t = 0 den Vektor (3) + (8). Somit ist das Resultat nicht gleich

(o) fiir alle t € R.
Also parametrisiert ®(c(t)) keine Geodéte auf S.



Noch eine Graphik (nicht verlangt):
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Hausaufgabe 10 Sei a € (0, 1] ein Parameter. Wir betrachten die um den Faktor a abgeplat-
tete Kugel S, welche ein Ellipsoid ist und welche durch
3 9 sin(9) cos(¢)
P [0,71'] X [0,271'] — R° (80) — @(19,90) = sin(z?)s(ingcp)
acos(t¥

parametrisiert wird. Es ist also S := ®([0, 7] x [0, 27]).

(a) Bestimmen Sie F, F' und G.
(b) Bestimmen Sie die Christoffelsymbole.

(c) Sei c(t) = ((), wobei t € [0,7].
Anschaulich gesprochen parametrisiert ®(c(t)) einen “Langenhalbkreis” auf S.

Parametrisiert ®(c(t)) eine Geodéate auf S7
Lésung. Wir verwenden die Abkiirzungen s, = sin(p) und c, = cos(y) etc.

(a) Es ist &y = (cqs S<p) Es ist @, (;SZCS;&)'

Es ist F = (®y|Py) = % +a?s? =1 — (1 — a?)s?.

Wir kiirzen b := 1 — a? ab und haben damit F = 1 — bs?.
Es ist F' = (®y|D,) = 0.

Es ist G = (D,|P,) = s3.

(b) Es ist ( < b5 9 ) Es ist also (%2)‘1 = ((lszg)fls%).
Ferner ist ( 519) = ( 2bs c9 gsgcﬁ) und (%’ f};) = (88).
Es wird
(B) = (F&) " () = (0 2) (M) =~ (6)
Es wird " 1 /1im (1t .
() = GO (1) = (97 2) () = 2 )
Es wird

(2) = EO(Md™) = ("9 2) ) = e ()

Mit anderen Worten, es werden

und

(c) Esist ¢ = (p). Esist ¢/ = (7).

Nebenrechnungen bei (1) = c(t)

||'



Es ist T = — 5t (10)
Es ist /T2 = & (10) (1g)
Esist T (F&) ¢ = (10) l_é’S% %)
Esist 17T (}E:g gf;) d -y =35 (10) (—Zbgm 25?%) ((1)) -1 = —bs;cy.
Also wird

o (h0) = e T (RE) b T (B E) T (R b))
Also parametrisiert ®(c(t)) eine Geodite auf S.

Noch eine Graphik (nicht verlangt):

Hier wurde a = 0,5 gesetzt.

https://info.mathematik.uni-stuttgart.de/HM3-Ing/index_diffgeo.html
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